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Construccién de Aplicaciones Estables de 3-variedades en R?*

N. B. Huamani and Catarina M. de J. Sanchez

ABSTRACT: This paper presents some graphs with weights, associated with the maps of 3 -varieties in R3,
and a scheme using these graphs for the construction of these stable applications of S3, S! x S? and the
related sum between them in R3, with a predetermined singular set, making use of surgeries between maps.
In addition to studying the relationship between graphs and stable maps.
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1. Introduccion

El uso de grafos con pesos para el estudio de aplicaciones estables entre variedades es una herramienta
usada por varios matemadticos [3], [4], [9], [11], [6]. Mendes de Jesus, Shina y Romero-Fuster en [9]
introdujeron grafos con pesos en vértices y aristas asociados a aplicaciones estables de 3-variedades
cerradas y orientadas en R®, como invariantes topoldgicos globales. Y Shina y Romero-Fuster en [11]
introdujeron las cirugfas entre aplicaciones estables de 3-variedades en R3 las cuales inducen cirugias
(operaciones) entre grafos asociados a estas aplicaciones estables. Al tener en cuenta estds cirugias en
grafos con pesos, es posible estudiar estos grafos y obtener resultados, las cuales son usadas para el estudio
de las aplicaciones estables, en ese sentido describimos el contenido de este trabajo de la siguiente forma:

En la Seccién 2 presentamos, de forma resumida, la definicién, ejemplos y resultados de estos grafos
para aplicaciones estables de las 3-variedades S® y S' x S? en R3. El objetivo es dar a conocer la
construccién de estas aplicaciones asociados a un grafo bipartito con pesos no negativos en los vértices y
aristas haciendo un paralelo a las construcciones de aplicaciones estables entre superficies, introducidas por
Hacon-Mendes-Romero en [4,3], usado para esto las cirugias entre aplicaciones estables que se presentan
en la Seccion 3, ademas de ver los efectos de estas cirugias en los grafos asociado con varios ejemplos.
En la Seccion 4 estudiamos el conjunto de los grafos grafos bipartitos e introducimos las cirugias en este
tipo de grafos inducidas por las cirugias en aplicaciones, para construir grafos a partir de otros grafos.
En la Seccién 5 se prueban resultados que tienen que ver con la construccion de aplicaciones estables con
ciertas condiciones prefijadas entre otros resultados principales.

Cabe indicar que en [11,5,6] los autores estudiaron y presentaron otras técnicas para construir apli-
caciones estables, usando las transiciones de codimensién 1, presentadas en [8,1].
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2. Aplicaciones estables de 3-varieades en R3

Sea M una 3-variedad y C°°(M,R3) el conjunto de aplicaciones suaves de M en R3. Dos aplicaciones
f,g € C*°(M,R3) son A-equivalentes, cuando existen dos difeomorfismos ¢ : M — My ¢ : R® —
R? tal que g = 1p o f o ¢ ' Una aplicacién f € C°(M,R?) es estable, si todas las aplicaciones
suficientemente préximas a f (en la C°°—topologia de Whitney) es equivalente a f. Segin J. Mather [7],
el conjunto de todas las aplicaciones estables, denotado por &(M,R?), es abierto y denso en C°°(M, R3?).
El complemento del conjunto &(M,R3? C(M,R3?) es llamado conjunto discriminante y serd denotado
por A = C°(M,R3)\&(M,R3).

Sea f € C°°(M,R?), una aplicacién genérica. El conjunto singular de f tiene dimensién dos y estd
formado por subvariedades de dimensiones cero, uno y dos, ver [10,1]. Ahora si f € &(M,R?), es una
aplicaciones estable, un punto x en M es llamado ponto regular de f sila aplicacién f es un difeomorfismo
local en la vecindad del punto z, caso contrario diremos que x es llamado de punto singular. En [2] tenemos
que la forma normal de los germenes de los puntos singulares de f son:

a) Ai: punto pliegue, (z,y,2) = (2%,y, 2);
b) As; punto cispide, (z,y, z) — (3 + yx,vy, 2);

¢) As: punto cola de golondrina, (z,y,2) — (z* + yx? + 22,9, 2).

corte seccional punto cola de golondrina

ponto cuspide

interseccion transversal

Figure 1: Ejemplos de puntos de curva cuspidal y cola de golondrina.

Si M es una 3-variedad compacta y orientada y el conjunto singular de f, denotado por X f, esta formado
por los siguientes: (i) la unién disjunta de superficies compactas, orientadas, inmersas en M. (ii) curvas
formadas de puntos de ctspide, en la cual puede haber punto de cola de golondrina aislados si existen; y
(#41) puntos pliegue.

Las superficies en (7) separan las componentes regulares de f y en cuyos bordes esta contenido X f. El
conjunto de ramificacion de f es la imagen f(Xf) del conjunto singular y estd formado por una coleccion
de superficies cerradas, orientadas y inmersas en R? posiblemente con intersecciones transversales y
singularidades correspondientes a una cantidad finita de aristas cuspidales y puntos de cola de golondrina
isolados (ver Figura 1). El conjunto de ramificacién de f tiene las siguientes auto intersecciones (ver
Figura 2):

1. A%: interseccién transversal de dos superficies de pliegue;
2. AsAj: interseccion transversal de arista cuspidal con una superficie de pliegue;

3. A3: puntos triples isolados, obtenidos por la intersecciéon de superficies de pliegue.
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Figure 2: Puntos del tipo A%, A;A; y A3.

Tomando S; C X f una superficie singular, cuya imagen f(S;) es una superficie conexa y compacta inm-
ersa en R3. Asociaremos a esta superficie f(S;) una de dos direcciones: la direccién a la regién interior
de la superficie o a la region exterior de la misma, esto dependera de, en que region estan las imagenes de
los puntos regulares que estan en una vecindad tubular W; de S; en M con W; N f = S;, esta direccién
serd representada por un segmento perpendicular a direccién de la superficie f(.5;), que podemos ver mas
claramente en sus curvas de corte, bajo las imégenes del conjunto de ramificacién.

Cabe indicar también que los conjuntos de ramificaciéon formadas por superficies que presentaremos en
las figuras siguientes, tienen un corte seccional las cuales son para visualizar mejor estas superficies (para
ver si hay otra dentro o no).

Por ejemplo considerando la proyeccién trivial w : S3 — R? (ver aplicacién ig de la Figura 6), donde
Yr = S? y su imagen 7(X7) = 7(S9?), es también una esfera en R, asi las imdgenes de los puntos
regulares estdn al interior de la S?. Ademds podemos ver un corte en la esfera que es imagen sel conjunto
singular para ver si habria mas superficies por dentro, como en el conjunto de ramificacion de la aplicacién
f1 de la Figura 4, donde se tiene tres esferas una dentro de otra, y los cortes seccionales ayudan a ver ese
hecho. Para mas ejemplos ver Figuras y 5.

2.1. Grafos de aplicaciones estables de 3-variedades en R?

Sea f : M — R? una aplicacién estable, donde M es una 3-variedad cerrada y orientada. Como el
conjunto singular de f es un conjunto de superficies cerradas, los autores definieron en [11] el grafo
pesado asociado a la aplicaciéon f de la siguiente forma: a cada superficie S; en X f asociaron una arista
y a cada componente regular M; de M \ X f un vértice. A cada vértice v; (correspondiente a la regién
Mj), se define su peso como ¢; = ba(M;) — s; + 1, donde s; es el nimero de componentes conexas del
borde de Mj. Intuitivamente, c; pode ser visto como el ntimero de generadores del segundo grupo de
homologia Ha(M) en M;, que no son determinados por el borde de M;. A cada arista, asociamos el peso
dado por el género g; de la superficie S; que el representa. Como cada regién del complemento M — X f
recibe un signo +, pueden ser atribuidos signos a los vértices de G, donde cada vértice recibe el signo y la
region correspondiente. Como X f separa regiones de signos opuestos, cada arista de Gy conecta vértices
de signos opuestos. Asi, el grafo asociado es bipartito.

Definicién 2.1. El grafo asociado a la aplicacién estable serd denotado por §(V, E, W, W.) donde: V|
FE son el ntmero de vértices, aristas, W, y W, son la suma de pesos en los vértices y suma de pesos en
las arista respectivamente.

Diremos que un grafo bipartito pesado §(V, E, W,,, W.) es realizable por una aplicacién estable de una
3-variedad compacta y orientada M en R3, si existe una aplicacién f € &(M,R?) tal que el grafo asociado
a fes G(V,E,W,, We). Ademas M sera llamado la variedad de Gy serd denotado por V(G) = M.

Notemos que el primer ntimero de Betti de §(V, E, W,, W,) estd denotado por b1(9) y dado por b1(G) =
1-V+E.

Si denotamos por M, a la suma conexa de n copias de S* x 82, con My = S® por convencién, entonces
en [11] se probé el siguiente resultado.
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Teorema 2.2. [11] Dado cualquier grafo bipartito §(V, E,W,,W.). Entonces G es realizable por una
aplicacion f € E(M,,,R3) si y solo si

Wo+1—-V+E<b(M,) <W,+W.+1-V+E,
donde la igualdad se alcanza cuando W, = 0. ba(M,,) es el sequndo nimero de Betti de M,,.

En la Figura 3 presentamos dos ejemplos del conjunto de ramificaciéon de las aplicaciones estables f1 y
fo de 83 en R? y dos ejemplos de aplicaciones estables g; v g2 de S' x 5% en R? con sus respectivos
grafos asociados. Donde f; corresponde a una aplicacién con un conjunto de ramificacién homeomorfa
a tres esferas formada solo por puntos de pliegue, asi su grafo asociado tiene tres aristas con todos los
pesos igual a cero en aristas y vértices. En fy tenemos una aplicacion con un conjunto de ramificacién
homeomorfa a tres esferas, dos de ellas con una curva cuspidal envueltas por la tercera formada solo por
puntos de pliegue, asi su grafo asociado tiene tres aristas con todos los pesos igual a cero en aristas y
vértices pero distinta a la de fi;. En ¢g; tenemos una aplicaciéon con un conjunto de ramificacién formada
por dos superficies una de ellas homeomorfa a un toro y la otra que esta por dentro es homeomorfa a una
esfera, asi su grafo asociado formada por dos aristas, una arista con peso 1y los demas pesos igual a cero.
Finalmente en g» tenemos una aplicaciéon con un conjunto de ramificacion formada por tres superficies
una de ellas homeomorfa a un toro y las otras dos homeomorfas a una esfera, asi su grafo asociado tiene
tres arista con peso 1 y los demas pesos igual a cero.

fl LS?’ f2 91 I&(ﬂ 9o
0 0
0
0\ [0 0/ | \o
0 0 0 ()
o . 0 0

©®0O |@9

Figure 3: Ejemplo de grafos de aplicaciones estables.

En adelante cada vez que hablemos de grafos estaremos haciendo referencia a los grafos con pesos no
negativos en los vértices y aristas.

3. Cirugia entre aplicaciones estables con §-grafo

Presentamos aqui dos tipos de cirugfa entre aplicaciones de 3-variedades en R? y sus efectos en su grafo
asociado G, que denominaremos cirugia horizontal y cirugia vertical , para mas detalles puede revisar
[10,11].

Cirugia horizontal entre aplicaciones:

Dadas dos aplicaciones estables f € &(M,R?) y f € &M',R3), donde M y M’ son 3-variedades,
llamaremos cirugia horizontal entre las aplicaciones f y f’ a la aplicacién fg, f' : M#M' —s R3,
construida como sigue: comenzamos removiendo dos 3-bolas By e B en M y M’, respectivamente, tales
que sus intersecciones con el conjunto singular de f y f’ son dos discos Dy y Dy de puntos de pliegue
(no interceptan curvas cuspidales o curvas de pliegues dobles). Después, conectamos las variedades M y
M’ en OBy y 0By por un tubo S? x I (donde D; y Dz son unidos por un tubo S! x I). La proyeccién
en R3 de este tubo no intercepta parte alguna del conjunto de ramificacién. El conjunto de ramificacién
de la aplicacién resultante es la suma conexa de los conjuntos de ramificacién de f y f'.
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Si la cirugia horizontal se realiza en la misma aplicacién f entonces se realiza de manera similar como
fue definida fg, f’ (con la diferencia que las 3-bolas By y Bs removidas pertenecen solo a M) y el resul-
tado de esté cirugia esta denotada y dada por la aplicacion Sy (f) : M#(S! x S?) — R3.

Ademés el grafo asociado a fs, f’ v Sp(f) serd denotado por S5, G y s, (G) respectivamente, donde
G v G son los grafos asociados a las aplicaciones f y f’.

Observaciéon 3.1. Considerando §y §' como los grafos asociados a las aplicaciones f y f’, respectiva-
mente, el efecto de esta cirugia sobre estos grafos es como en la Figura 4(a). Observemos que la cirugia
horizontal entre aplicaciones induce una cirugfa entre de los conjuntos singulares (que no es nada més
que a suma conexa de superficies) la cual resulta una superficie con género igual a la suma de las dos
superficies involucradas; lo que implica que, si la cirugia se realiza en las superficies S; y S; asociadas
a la i-ésima y j-ésima aristas de Gy §’, cuyos pesos son p; y pj, se tiene que p;#p; = p; + p; ( puesto
que g(S;#5S;) = g(S:) + g(5;)), esto significa que significa que el peso en las aristas se suman, cuando se
realiza la cirugfa horizontal.

Por otro lado, el peso de los vértices se suman también; pues, si M; y M; son las regiones cor-
respondientes a dichos vértices cuyos pesos son ¢; y c¢j. Siendo M es la regién resultante, tenemos
¢ = ba(My) — s + 1 = ba(M;) + bg(Mj) — (s; + S5 — D+1l=¢+ Cj.

Cirugia vertical en aplicaciones:

Sea f € &(M,R3) una aplicacién, donde M es una 3-variedad, remueva dos 3-bolas B; y By en M
en las regiones U; y U,, correspondientes a los vértices vy y v, sin interceptar el conjunto singular
Y f y tales que tengan la misma imagen en R?. Una de las regiones preservando orientacién y la otra
aplicada revertiendo orientacién. Después, unir los bordes M \ By U By por un tubo S? x I, de forma que
tengan una superficie S2 como una superficie singular, que divide en dos partes iguales el tubo, cuyas
imégenes coinciden cuando la aplicacién es extendida sobre los mismos. Esta cirugia aumenta una esfera
S? al conjunto singular adyacente a las dos componentes del conjunto singular da la aplicacién original,
de donde las dos 3-bolas fueron retiradas aumentadas con parte del tubo. En el grafo corresponde, al
conectar una arista en los vértices v1 y vo, llamaremos a la aplicacién resultante de este proceso como la
cirugia vertical de f y denotada por S, (f), que estd definida en la 3-variedad (M), ~ M#(S! x S?). Las
dos regiones involucradas (correspondientes a los vértices vy y va), después de la cirugia, tienen un nuevo
generador del segundo grupo de homologia Hs, que es la S? adicionado al conjunto singular. Més los
componentes regulares correspondientes, tienen una nueva superficie en el borde (la misma S?); entonces,
el peso no varia.

Si f' € &(M’,R3) entonces la cirugia vertical entre dos aplicaciones se realiza de manera similar como
fue definida S, (f) (con la diferencia que las 3-bolas By y B> removidas pertenecen a M y a M’ respecti-
vamente) y el resultado de esta cirugia estd denotada y dada por la aplicacién fs, f': M#M' — R3.

Ademas el grafo asociado a fs, f" v S,(f) serd denotado por Gs,9 v s,(9) respectivamente, donde
G v G son los grafos asociados a las aplicaciones f y f’.

g g’ Gs,9'

¢ + ¢

s.(9)

Ci

l o
e~
o)

Figure 4: Cirugfa §s,9" v s,(9) de grafos.
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La proposicion siguiente es un resultado inmediato por como se defini6 las cirugias en aplicaciones
estables.

Proposicion 3.2. La aplicacion resultante de una cirugia horizontal o cirugia vertical entre dos apli-
caciones estables lo mismo ocurre para una cirugia horizontal y vertical sobre una misma aplicacion
estable.

Ejemplo 3.3. La Figura 5(a) se ilustra cirugfa horizontal entre dos aplicaciones idénticas f € &(M;,R?)
cuyo conjunto singular es homeomorfa a un toro formada solo por puntos de pliegue, al realizar la cirugia
obtenemos la aplicacién fs, f € &(Ma, R?) cuyo conjunto singular es homeomorfa a un bitoro, donde su
grafo asociado que tiene una arista y peso 0 en sus vértices y peso 2 en la su arista el cual es resultado
de la cirugfa horizontal realizada. Por su parte en la Figura 5(b) se ilustra cirugfa vertical en la misma
aplicacion g € €(S3,R3) cuyo conjunto singular es homeomorfa a una esfera formada solo por puntos
de pliegue, al realizar la cirugfa obtenemos la aplicacién S, (f) € &(M;,R?) cuyo conjunto singular esta
formada por dos superficies homeomorfa a una esfera, donde su grafo asociado es un ciclo con dos aristas
y pesos cero en vértices y aristas.

f

cirugia horizontal

0

0 cirugia vertical
—_— D
° B )

0 0

(a) (b)

Figure 5: Ejemplo de cirugia vertical en el G-grafo de f € (93, R?).

Observacién 3.4. Sea §(V, E, W, , W.) y §(V', E', Wy, W) son los grafos asociados a las aplicaciones
f € &WM,R3 y f' € &(M’',R?) respectivamente, entonces la cirugfa horizontal y vertical entre estas
dos aplicaciones inducen cirugias entre sus grafos asociados como en la Figura 4(a) y cuyos efectos en la
notacion del grafo es como sigue:

° 9(‘/7 Ea W’lMWe) ShSI(V/vE/7WU'7We’) = SS,,g/(V—" Vl - 27E+ E — 17Wv + Wv'vwe + We')7
o S(V,E,Wy,We)s, §'(V!, E', Wy, Wer) = G5, ' (V+ V', E4+E + 1, W, + Wy, We + Wer).

y las cirugias vertical y horizontal realizadas en una misma aplicacion inducen cirugias en su grafo asociado
como en la Figura 4(b) y cuyos efectos en la notacién del grafo es como sigue:

° Sh(S(Vavavvwe)) = Sh(g)(v - 27E - l,Wu + Wv’7We + We’),
° Su(g(V7EvavW€)) = Su(g)(VvE+ 1L, Wy + Wy, We + We’)'

Ejemplo 3.5. Sean ig, jo, ko € E(S,R?) y 71,1 € E(ST x S2,R?), cuyas superficies en la Figura 6 son
sus conjuntos de ramificacién, junto con sus grafos asociados respectivamente, detallando:

10 : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por una superficie homeomorfa a una
esfera formada por puntos pliegue, asi su grafo asociado es Jy(2,1,0,0).

jo : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por una superficie homeomorfa a un
toro que tiene tres curvas cuspidales, asf su grafo asociado es Jo(2,1,0,1).
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ko : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por dos superficies homeomorfa a una
esfera y una de ellas tiene una curvas cuspidales, asi su grafo asociado es K(3,2,0,0).

j1 : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por una superficie homeomorfa a un
toro formada solo por puntos pliegue, asi su grafo asociado es J1(2,1,0,1).

£1 : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por una superficie homeomorfa a una
esfera la cual tiene un eje cuspidal, asi su grafo asociado es £1(2,1,1,0).

Notemos que los grafos Jp son idénticos J; como grafos, lo tnico que les diferencia es que estan asociados
a aplicaciones donde sus dominios son distintos. De esta forma los sub-indices en cada grafo representa
el niimero de Betti de su 3-variedad asociada, pues ba(V(Jo)) = ba(V(do)) = b2(V(Ko)) = b2(S?) =0y
bQ(V(al)) = bQ(V(Ll)) = bQ(Sl X 52) =1.

También tenemos que Jg, do, Ko, d1 v £1 representan a un tnico grafo.

S3 Io 0 jo 0 ’Co 0 Jl 0 51X52 »Cl 0
" N \ \ \

io 0

Figure 6: Grafos bdsicos de las aplicaciones en &(M,,, R?).

Definicién 3.6. Las aplicaciones ig, jo, ko € E(S3,R3) y ji1,£1 € E(ST x S%,R3) serdn llamados aplica-
ciones bdsicas de &(M,,,R?) y sus grafos asociados Jo, Jo, Ko, d1 y £1 del Ejemplo 3.5, serdn llamados
de grafos bdsicos para las aplicaciones de &(M,,, R?), para n entero no negativo.

Observacién 3.7. Observe que la aplicacién f1 de la Figura 3 es resultado de la cirugia vertical de dos
aplicaciones ig, por tanto fi puede ser expresado como: f1 =1igs,io. Asi también las demés aplicaciones
f2, h1 y ha de la Figura 3 se pueden expresar como: fo = Kos, ko, g1 = Jjos,Jj1 ¥ 92 = t0s,J1, ademas
sus grafos asociados se obtienen naturalmente usando las cirugias ya introducidas, por tanto construir
aplicaciones a partir de otras aplicaciones es equivalente a construir grafos a partir de los grafos asociados
a las aplicaciones usando cirugias respectivamente, esta tltima parte de esta observacién sera fundamental
para probar resultados no triviales.

De esta forma es posible construir aplicaciones estables usando las aplicaciones basicas equivalente-
mente podemos construir aplicaciones usando solo los grafos bésicos, esto serd ttil para responder a la
siguiente pregunta.

Pregunta: ;sera posible que dado un grafo bipartito pesado cualesquiera podemos construir una
aplicacién estable de una M,, en R? tal que su grafo asociado sea exactamente el grafo que dimos, usando
cirugias entre los grafos bdsicos y por ende las aplicaciones basicas?
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Esta pregunta serd respondida afirmativamente mas adelante, entre otras cuestiones y ademads solo
seran necesarias la cirugia horizontal entre dos aplicaciones y la cirugia vertical en una misma aplicacion.
Por tal motivo en la siguiente seccién solo se introducird estds cirugias entre grafos pesados que son
inducidas naturalmente de las cirugias entre aplicaciones.

4. Grafos bipartitos pesados

Denotemos por G el conjunto de todos los grafos bipartitos con pesos enteros no negativos en las
aristas y vértices. Las cirugias de aplicaciones estables inducen cirugias sobre los grafos de G. Como
definiremos a seguir

4.1. Cirugias.

Cirugia es una operacion que une dos grafos de G o une dos vértices en un mismo grafo (ver Figura
7). Estas cirugias se definen exactamente de la siguientes dos maneras:

Definicién 4.1. Dados G, H € G la cirugia horizontal 'y cirugia vertical entre Gy H denotada por G&p H
v § &, H respectivamente, se define como:

a) G®pH: esta cirugfa es construido en tres etapas: (i) se elige una arista en cada grafo correspondiente.
(i) se identifican las aristas elegidas con sus vértices respectivos, uniendo asi los grafos Gy H. (ii7)
se suman los pesos de los vértices y aristas identificadas, el grafo obtenido por este proceso sera
denotado por § @, H, una representacién grafica de esta cirugia estd en la Figura 7(a). Si esta
cirugia se hace en el mismo grafo G se escogen las aristas de forma que el nuevo grafo resultante al
realizar la cirugia horizontal sea bipartito y serd denotado por @(9).

b) G, H: esta cirugfa es construido en tres etapas: (i) se elige un vértice en cada grafo. (ii) se unen
por una arista los vértices elegidos, uniendo asf los grafos Gy H. (ii7) el peso en la arista que se creo
para unir los vértices en cero y los pesos en los vértices no cambian, finalmente el grafo obtenido
de esta forma serd denotado por § @, H. Si esta cirugia se hace en el mismo grafo G se escogen
los vértices de forma que el nuevo grafo resultante al realizar la cirugia vertical sea bipartito y sera
denotado por @, (9), una representacién grafica de esta cirugia estd en la Figura 7(b).

Note que el grafo @,(9) tiene un ciclo a mas que G.

g H GgonH g

Figure 7: Operaciones entre grafos bipartitos.

Definicién 4.2. Llamados grafos bdsicos de G los siguientes grafos J(2,1,0,0),J(2,1,0,1),%(3,2,0,0),
v £(2,1,1,0).

Note que los grafos bésicos tienen una representacion tnica.

Notacién: Denotamos por §9»* a la suma horizontal de k-copias de G, asi G @y, --- @y G = GOrk y si
—_———

k—veces
consideramos §(V, E, W,,, W.) tenemos:



CONSTRUCCION DE APLICACIONES ESTABLES DE 3-VARIEDADES EN R® 9

S(V,E,Wy,We)@®p - ®n SV, E,W,,, W) = GEF(V + (k- 1)(V —2),E+ (k- 1)(E — 1), kW,, kW,),

k—veces

y en particular

o J(2,1,0,0)@p - By I(2,1,0,0) = I8k (2,1,0,0) = J(2,1,0,0).

k—veces

e J(2,1,0,1)@p--- @1, 3(2,1,0,1) = 39+%(2,1,0, k).

k—veces

o X(3,2,0,0) Dy, -+ @5 K(3,2,0,0) = KEF(k + 2,k +1,0,0).

k—veces

o L(2,1,1,0) @ -+ @5 £(2,1,1,0) = LEF(2,1,k,0).

k—wveces

e J(2,1,0,0) @, S(V, E,W,, W,)

= (V+2—2E—|—1—1 Wy, We)
9( Wy, We) entonces tenemos
JenG=9=5an7.

Ademés se cumple §rF @), G687 = GEr(+7) v por convencién §FF = I si k = 0.

Proposicion 4.3. Sea §(V,E,0,W.) € G un grafo drbol con peso cero en sus vértices entonces § puede
escribirse como combinacion lineal de los grafos bdsicos 3(2,1,0,0),3(2,1,0,1) y K(3,2,0,0) usando la
cirugia horizontal & en grafos. Ademds G puede escribirse como:

§ =T @, KOED g, gon e,

Demostracion: Daremos una prueba por induccion sobre el niimero de aristas. Sea § un grafo arbol con
una sola arista (es decir F = 1) y cualquier peso g en esta arista. Si g = 0 entonces § = 7J(2,1,0,0). En
el caso general si g > 0, este grafo lo construimos sumando horizontalmente g veces los grafos J(2,1,0,1).
Ahora dado un grafo G arbol con E > 1 aristas y con pesos g; en sus aristas g; € N Vi = 1,--+ m.
Haremos esto en tres pasos:

(1) Comencemos retirando todos los pesos g; de cada i-ésima arista (note que W, = Zle gi) de G, asi
obtenemos un nuevo grafo §' que tiene E aristas con pesos nulos, ver Figura 8.

(2) Ahora haciendo cirugia horizontal de J(2,1,0,0) con E — 1 grafos bdsicos X(3,2,0,0) de forma que
al final obtenemos el grafo §'.

(3) Haciendo cirugfa horizontal del grafo §' con W, grafos basicos J(2, 1,0, 1) de forma que restituimos
todos los pesos en las aristas hasta obtener el grafo G, ver Figura 8.

Asi G(V, E,0,W,) puede escribirse como:

9 = j(2a 170a0) ®Ohn 5{(3, 270a0) ©On - Dn :K(372a070) ®Ohn 8(2a 170a 1) ®p - P 3(27 ]-aov ]-)a

(E—1)—wveces W, —veces

=17(2,1,0,0) @, XK E-D(E -1)+2,(E - 1)+ 1,0,0) @, J8We(2,1,0, W,),
=79(2,1,0,0) ® XK (E=1D(E 4+ 1, E,0,0) @, 3%W=(2,1,0,W,),

=J@, KOE-D g, g0We(BE4+14+2-2,E+1-1,0,W,),

=J @y KO E-D @, g&nWe(E 4+ 1,E,0,W,), ycomoV =E +1,

=@, KOE-D @, gorWe (V, E,0,We).

Por tanto los grafos Gy I, Ken(E-1) gy, JOnWe tienen el mismo nimero de vértices, aristas Y pesos en
sus aristas. 0O
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Figure 8: Esquema de demostraciéon de la Proposicién 4.3, caso £ =1, F = 5.

Denotemos por @©F(G) a la cirugia k-veces realizada en un mismo grafo G, es decir:

G =, Dy (B(9)) ),
~—_————

k—veces
y por convencién si k = 0, se tiene que ®%(9) = §.

Proposicién 4.4. Sea §(V, E,W,,W.) € G entonces este grafo puede escribirse como combinacion lineal
de los grafos basicos 3(2,1,0,0),d(2,1,0,1),%(3,2,0,0), y £(2,1,1,0) usando la cirugia horizontal @y, y
cirugia vertical ®, en el mismo grafo. Ademds G puede escribirse como:

G =@y Ve (j O KEn(V-2) ®n g@h(Wc—n)) B IO @), LEW,

1-V+E , . ) .
donden =) ;4 T g, con gi, es el peso de una arista en G de forma que si se retiran esas aristas

el nuevo grafo obtenido es un drbol.

Demostracién: Mostraremos por construccién, dividiéndolo en siete pasos (ver Figura 9 para un es-
quema de la demostracion):

(1) Retiramos todos los pesos (W,) de los vértices del grafo G, obtenemos asi un nuevo grafo §.

(2) Del grafo G, identificamos un ntimero minimo de aristas £’ en § (de forma que si las retiramos
obtendriamos un arbol conexo), este niimero coincide con E' = b1(§) = 1 —V + E, retirando todos
los pesos gj, de estas aristas identificadas (sea n = ,:‘fJFE gr la suma de todos los peso de las

arista identificadas), obtenemos el grafo G, con peso 0 en todas sus aristas identificadas.

(3) Luego del grafo G, retiramos las 1 — V + F aristas identificadas ; asi, obtenemos el grafo G, que es
un arbol con peso cero en sus vértices y sus respectivos pesos en sus aristas.

(4) Por la Proposicion 4.3, ] puede expresarse en términos de los grafos bésicos usando las cirugias
entre grafos y esta dado por:

§ = g@, KO E-I-0-VEE) g gonWen) (V. E — (1 -V + E),0, W, — 1),

= J @, KEn(V=2) g g&nWemn) (V| V — 1,0, W, — ). (4.1)
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(5) Ahora, haciendo 1 — V 4+ F sumas verticales en el mismo grafo G entre los dos vértices incidentes
en cada una de las 1 — V + E aristas retiradas, obtenemos asi el grafo 9

(6) haciendo sumas horizontales convenientemente entre G con 7 grafos basicos J (2,1,0,1) que aumentan
los pesos gi de las aristas identificadas en G, obtenemos asi el grafo g.

G(V.E,W,,W,) G(V,E,0,W,) G(V,E,0,W, —n)

Cj+1

S G(V,E,W,,W,)
i H

Gi—2
Cjra
Cj+1

Por proposicion 4 4
G = Z @, Kon(V=2) g, 7®n(We—n)

G(V,E,0,W,) @ G(V,E,0,W, —n) @ G(V,V—1,0,W, —n)

Figure 9: Esquema de demostracién de la Proposicién 4.4.

(7) Por tltimo, haciendo sumas horizontales convenientemente entre Gy W, grafos basicos £ (2,1,1,0),
obtenemos el grafo G, con sus pesos originales.

Asi §(V, E,0,W,) puede escribirse como:

9 = @V( c 6911 (@V( 9)) e ) @h 8(27 1707 1) @h e @h 3(27 ]-707 ]-) 69}1'5(27 ]-7 170) @h e 69}1 L(27 ]-7 170)7
—_————
(1-V+E)—veces n—wveces W, —veces

=@y () (V,E,0, W, —n) @5, §%7(2,1,0,n) @, L2V (2,1,W,,,0),

=@, P (G) @, 3% (V +2—2,E+1-1,0,W. —n+n) &, L5V (2,1, W,,0),
) @n OV, E,0,W,) @ LW (2,1, W,,0),

) Bp IO @y, LOW(V 42 -2, E+1—1,W,, W),

) @p JEr1 @y, LOWo(V, E, W, We), luego sustituyendo g,

—@; VHE (T @, KO V=D @y, gERWe)) @), gOR0 @ LEW (V, B, W, W),

1 V+E

(

(§

= oL (Y
(§

1 V+E(9

(
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Asi los grafos Gy @) V"7 (T, X (V=2) @), gon(Wemm)) @), g8nn @), LEWo | tienen el mismo nimero
de vértices, aristas y pesos en sus aristas como en los vértices. O

5. Construccién de aplicaciones estables

Recordemos que M,, a la 3-variedad obtenida por la suma conexa de n copias de S' x S2, para n entero
no negativo, con My = S3.

Sea f € &(M,,,R?), para esta aplicacién existe un grafo asociado a este. Ahora dado un grafo bipartito
S En esta seccién construiremos aplicaciones concretas cuyo grafo asociado a este sea igual al grafo G,
todo esto usando cirugias y aplicaciones basicas.
Para construir estas aplicaciones, definamos las aplicaciones béasicas y usando las cirugias entre aplica-
ciones estables de la seccion anterior, daremos un esquema de construccion de las aplicaciones que realizan
a un grafo G fijado.

Sea Gp el conjunto de todas los grafos que son asociados a aplicaciones estables de M,, asi tenemos
que:

Gr(M,,R3) := {§5: f€ EM,, R, neN, n> 0}.

Teorema 5.1. El conjunto de todos los grafos bipartitos G es igual a Gp(M,,R3). Ademds si
S(V, B,W,,W,) € Gr(M,,R?) entonces

G =@y Ve (30 O K(G)Bh(V—Q) o, a?h(We—n)) 1, g?h"l D LiBth7 (5.1)
donde i puede tomar i = 0,1 pues Jo = J1 como grafos.

Demostracién: Mostremos que Gr(M,,R?) C G. Dado § € Gr(M,,,R3) entonces por construcciéon G
es bipartito y con peso en las aristas y vértices por tanto G € G.
Ahora para G € Gr(M,,R?). Dado §(V,E,W,,W,) € G entonces mostremos que este grafo es una
R-grafo para M, lo que implica que §(V, E,W,, W.) € Gr(M,,,R?). Asi por la Proposicién 4.4 tenemos
que:

G =L v+E (T @, KO (V=2 @), gonWemm) g, gOun g, LOWWo, (5.2)

1-V+E . . . .
donde n =) , + gk, con gy es el peso de una arista en G de forma que si se retiran esas aristas

el nuevo grafo obtenido es un arbol. Pero como J = Jy, J = Jo = J1, X = Ko y L = J1, entonces
reemplazando en 5.2 tenemos que:

G =@l v+E (30 o ngBh(V—Q) O afﬁh(We—n)) O gl@}m O LiiBhVVu7

dondei=0617=1.
Asi G esta expresado como cirugias entre grafos basicos de &(M,,, R?), luego § € Gr(M,,, R?), puesto
que ®5 (Jo @n KV @, 45T @, 380 @), L8 € Gp(M,, RY). .

Corolario 5.2. Si §(V, E,W,,W,) € G. Entonces existe una aplicacion estable de M,, en R3 tal que su
grafo asociado coincide con G. Y una representacion para el grafo esta dado por

G=@LV*®(Jo ®n K2V g, H?h(wein)) ®n I op LT, (5.3)
donde i = 1,0 y ademds Jo, do, Ko, J1 y L1 son los grafos bdsicos para &(M,,,R?).

Demostracion: Es una consecuencia directa de la Proposicién 4.4. O

Corolario 5.3. Si §(V,E,0,W.) € G es un grafo drbol. Entonces existe una aplicacion estable de S® en
R? tal que su grafo asociado coincide con G. Y una representacion para el grafo esta dado por

G =1Jo @) KO ED g, gonWe

donde Jy, do y Ko son los grafos bdsicos para &(M,,, R3).
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Demostracién: En general dado §(V, E,W,, W,) € G por 5.3 de la Proposicién 4.4 tenemos que
S(V, B, Wo, We) = @bV (Jg @5 K"V 72 @y, g2 Vo) @y, g2 @y, £V (V, B, Wy, W),
para este caso Wy=0,y1 -V + FE=0yaque§ es un arbol, entonces
S(V,E,0,W,) = a%(Jo @ K"V @y, g7 V) @y, 390 @ £V, E,0,W,),
=T @n K"V @n 47T @), 37 @), 90(V, B, 0, We),
= jg9h2 @ :Kg%(V*Q) o, E?h(WrnJrn)(V’ B,0,W.),
=70 & fKSeh(V*?) D H?hwe (V,E,0,W,) ycomo1l—V + E =0 tenemos
=0 @1 K" @y, 49V (V, B, 0, W),
donde 7 = 1,0. Asi § = Jy @y, ﬂC?h(Efl) Dhn H?hw‘“‘ y como Jg, J; (cuando ¢ = 0), Ky son grafos de

aplicaciones en £(S93,R?) y la cirugfa @, en estos grafos viene de cirugfas entre dos aplicaciones entonces
el grafo § =Jy &y, fKSB’L(E_l) S, HBB’LW"* es grafo de una aplicacién estable de S3 en R3. (]

Observacién 5.4. Sea § el grafo asociado a la aplicaciéon f € &(M,R?) entonces recordemos que M
es la 3-variedad asociada de G y la denotamos por V(G) = M. Y su relacién con la suma horizontal y
vertical entre grafos esta dado por
V(G @n H) = V(G#V(H) = M#N, v V(@) = V(9)#M4.
Considerando los grafos bésicos de &(M,,, R?) dados por Jg, do, Ko, J1 v £1, con k entero no negativo
entonces

° V(jgahk) = V(o) # - #V(Jo) = S3H#---#5° = 5.

k—veces k—veces
® V(H?hk) =V(Jo)# - #V(Jo) = S3# - - #83 = S5,
k—veces k—veces

° V(i](fgahk) = V(Ko)#t - #V(Ko) = S34 - - 453 = S5,

k—wveces k—wveces

o VIPEY =V(G)# - #V(T1) = (ST x S2)# - #(S! x %) = My

k—wveces k—wveces

o V(LTE) = V(L1)# - #V(Lr) = (8" X S #(S" x 52) = M.

k—veces k—veces

o V(@5(00) = V(®5(do) = V(B5(Ko) =Mk, V(85(01)) = V(@5(£1)) = Mis1.

Proposicién 5.5. Sea §(V, E,W,,W.) un grafo en Gr(M,,R?). Entonces el minimo y mdximo valor
que puede tomar ba(M,,) es:

min{bo(M,,)} =W, +1-V + E y max{bs(M,)} <W, +W,.+1-V + E.
Demostracion: Por la Teorema 5.1 tenemos que
9 = @L*V#»E (jo @h K?}L(V_Q) @h Q?h(Wﬁ_n)) @h Q?hn @h L?}LW"” fL = 07 1

luego si M, es la 3-variedad del dominio de la aplicacién cuyo grafo es §. Entonces b2(V(3)) = b2(M,,),
asi primero calculemos quien es M,, por tanto:

M, =V(9)
=V(p, V" (30 D K?h(‘/%) D, H?h(wein)) Dp, H?hn D, L?‘Wﬂ’%
=V(Jo &n K¢V @ I TV EM vy 5V VLT,
= V(T @n K"V @y, g0 VD) @EM HV(LEWN AN v,
= V(Io)#V(KG TV (@ T BV (@ VLT ) FEM vk,
=SSV E T )N VG v,
=V HEMw, 1-vip, i=0,1
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por tanto ba(M,,) = ba(V(IF"V)#Mw, 11_v4 ) y vemos que el minimo valor de by(M,,) se da cuando
i = 0 pues es cuando J; = Jo y no aporta en nada al nimero de Betti de M,, pues V(Jo) = S3, asf

min{ba(My)} = b2 (V(IG" ") #Mw, 41-v+E) = ba(S*#Mw,11-viE) = We +1 -V + E.
De manera andloga el valor mas alto que puede tomar bo(M,,) estd acotado por
ba(M,) = ba(V(@E" W) #Mw, 11y r), cuandoi =1, luego

max(by(M,)) < ba(V(@T""V)#Mw, 11-v+E),
=bo(Mw, #Mw, +1-v+E),
=boMw,sw,+1-viE) =W + W, +1 -V + E.

Con lo cual terminamos la demostracion. O

Corolario 5.6. Sea §(V, E,W,,, W.) un grafo drbol en Gr(M,,R?). Entonces el minimo y mdximo valor
que puede tomar ba(M,,) estd dado por:

min{bs(M,,)} = W, y max{bs(M,,)} < W, + WL..

Demostracion: Es inmediato de la Proposicién 5.5 y teniendo en cuenta que en un grafo arbol se verifica
quel -V +E=0. (]

Como aplicacién de la construcciéon de aplicaciones estables en &(M,,, R?) usando cirugfas y grafos
bésicos introducidos en este trabajo daremos otra demostracién al Teorema 5.1 de [11].

Teorema 5.7. [11] Dado cualquier grafo bipartito §(V, E, W, , W,). Entonces G es realizable por una
aplicacion f € E(M,,,R3) si y solo si

Wy4+1=V+E<b(M,)<W,+W,+1-V+E, (5.4)

donde la igualdad se alcanza cuando W, = 0. ba(M,,) es el sequndo nimero de Betti de M,,.

Demostracion:
Como min{bz(M,)} < ba(M,) < max{b2(M,)}, la necesidad viene directamente de la Proposicién 5.5.
Y la suficiencia viene del Teorema 5.1. 0

6. Conclusiones

Este trabajo puede ayudar al lector en la construccién de aplicaciones estables de 3-variedades en R? con
un conjunto singular pré-determinado, que en general no es trivial.

El Teorema 5.7 esta enunciado y probado en [11] la diferencia sustancial es que la prueba que presentan
los autores en dicho articulo hacen uso de resultados de Topologia Algebraica, Homologia, entre otros.
En este trabajo s6lo usamos las cirugias entre aplicaciones estables que introducen los mismos autores en
el mismo articulo.

Para establecer la igualdad en la ecuacién 5.4 del Teorema 5.7 sin que W, sea necesariamente cero, es
posible el cual es un trabajo que estd siendo escrito.
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