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Sur la tour de Hilbert de certains corps
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ABSTRACT: In this paper, we determine the first Hilbert 2-class field for some
quartic cyclic number fields k and the Galois group of the second Hilbert 2-class
field of k over k.
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1. Introduction

Soit k un corps de nombres, CY 2 son 2-groupe de classes, c’est le 2-sous-groupe
de Sylow du groupe des classes (au sens large) de k, k® = k C k! C k%...k!...,
la tour des 2-corps de classes de Hilbert de k ce qui veut dire que k' est le 2-corps
de classes de Hilbert de k (c’est 'extension abélienne maximale non ramifié de k
de degré une puissance de 2) et ki*! est le 2-corps de classes de Hilbert de k? pour
1> 1.

Lemme 1.1. Soit G un 2-groupe d’ordre 2™ avec m > 2 tel que G/G" ~ 7 /27 X
Z/2Z, alors G est isomorphe & Qu, (respectivement D, Spm, (2, 2)) le groupe
quatérnionique (respectivement diédral, semi-diédral, de Klein) d’ordre 2™. En
particulier G', le groupe dérivé de G est cyclique.

Preuve: Voir [3]. O

Soit G = Gal(k?/k), le groupe de Galois de k?/k, par la théorie des corps de
classes on sait que G’ = Gal(k?/k') ~ Cy1 5 et G/G' = Gal(k'/k) ~ Cy 2. D’aprés
[3] et [8], on a que si Cy 2 est un groupe élémentaire de rang 2, alors Cy1 o est
cyclique, ce qui donne que la tour des 2-corps de classes de Hilbert s’arréte en k!
ou en k2.

Définition 1.1 (Conditions de Taussky). Soient F une extension cyclique non
ramifiée de k et j : Uapplication de Cyx dans Cg qui fait correspondre a la classe
d’un idéal I de k, la classe de l’idéal engendré par I dans F'. Alors:
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o Lextension F/k est dite de type (A) si et seulement si |ker j N N (Cr)| > 1,
o Lextension F/k est dite de type (B) si et seulement si |ker j N Np g (Cp)| = 1.

Théoréme 1.1. Soient k un corps de nombres tel que Cx 2 est isomorphe & 7 /27 x
7.)27, Fy, Fy, F3 les trois sous-corps intermédiaires de k' /k et G le groupe de
Galois de k?/k, alors

1. G est abélien si et seulement si les quatre classes de Cy o capitulent dans
chacune des extensions F;/k;

2. G~ Qs si et seulement si les trois extensions F;/k sont de type (A) et dans
chacune des extensions F;/k deuz classes seulement de Cy,2 capitulent;

3. G ~ Qu avec m > 3 si et seulement si une seule extension F;/k est de type
(A) et dans chacune des extensions F;/k deuz classes de Cx,2 capitulent;

4. G~ Sy, si et seulement si les trois extensions F;/k sont de type (B) et dans
chacune des extensions F;/k deuz classes de Cy o capitulent;

5. G ~ D, si et seulement si les quatre classes de Cy o capitulent seulement
dans Uune des extensions F; /k.

Preuve: Voir [8]. O

2. Unités de certains corps de nombres

Dans toute la suite de ce papier, soient p un nombre premier congru & 1 modulo
8, ¢ 'unité fondamentale de Q(y/p) et L = Q(,/,/p).

L’extension L/Q est réelle cyclique de degré 4 de groupe de Galois H = (o) et

de sous-corps quadratique Q(,/p). Puisque L est de conducteur p, alors L C QW et
il existe un caractére x’ de Gal(Q)/Q) ~ (Z/pZ)*, dont le noyau est Gal(Q") /L),
qu’on appellera caractére de L.
Soit x = X' + X'~ !; alors y est un caractére rationnel de Q) et L est fixe par le
noyau commun de X’ et x’~!. Soient Ey, le groupe des unités de L, E, le groupe
des unités x-relatives de L, |Er| (resp. |Ey|) le groupe des valeurs absolues de Ey,
(resp. de E, ), |EX| = |EL| ®|Ey| et &, un générateur de F,, alors, en utilisant les
travaux de M. N. Gras [4], on a les deux résultats:

Théoréme 2.1. Soit L = Q(\/e\/p) ot p est un nombre premier congru a 1
modulo 8 et ¢ l'unité fondamentale de Q(/p), alors il existe { dans Ep, tel que

= teel 7 et {5,50,5‘72} est un systeme fondamentale d’unités de L.
Remarque 2.1. Comme 52 = isai_", alors:
1. €M7 = +¢,;

9. ¢ — 4,
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2 3 2
3' §1+0'+a +o _ E}(—‘,—O’ :EI+U'

4- No(ypy/a(€) = Nrjo(yp) (Ex) = Nrje(§) = —1.

2
Lemme 2.1. Avec les notations du théoreme 2.1, {£,£7,£7 } est aussi un systéme
fondamentale d’unités du corps F' = L(y/—n) ot n est un entier naturel premier a
p et sans facteur carré.

Preuve: (1) Si L(v/—n) # L(v/—1), alors, d’aprés |1, Proposition 3|, pour montrer
que {&,¢7, «5‘72} est un systéme fondamentale d’unités de F' il suffit de montrer que
np n’est pas un carré dans L, pour pu = f/ljl ’2j2§'3 ou {&],&,85} = {5,50,502} et
71,02 € {0, 1}.

En effet, si p = &, alors si né = 2% dans L, en calculant la norme dans L/k, on
trouve que §1+‘72 = +¢ est un carré dans k, ce qui est impossible.

Siu=¢7, alors si ng? = :I:n%X = 22 dans L, en calculant la norme dans L/k, on

1+o
&1
€

trouve que + = i% est un carré dans k, ce qui est absurde.

Sip= 502, alors si n£a2 =+nF = 22 dans L, en calculant la norme dans L/k, on

2
€ . .
trouve que ii = 4e1 est un carré dans k, ce qui n’est pas le cas.

Sip= §1+” = +ey, alors si £ne, = 22 dans L, en calculant la norme dans L/k,

2 1 A 3
on trouve que 5;""7 = €1+U = —1 est un carré dans k, ce qui est absurde.

2
Sip=¢" =+, alors +ne; ne peut étre un carré dans L.

Sipu= E”Jraz, alors si n§”+”2 = 2% dans L, en calculant la norme dans L/k, on

2 3
trouve que €177 T = 1 est un carré dans k, ce qui n’est pas le cas.

2 2
Sip =717 alors si ng' 777 = 22 dans L, en calculant la norme dans L/k,

1 2053 1402 , . . .
on trouve que ' 77T — 4o est un carré dans k, ce qui est impossible.

(2) Si L(v/—n) = L(v/—1), alors, on a m = 2 est le plus grand entier tel que
2
¢,, € F, ainsi, d’aprés [1, Proposition 2|, pour montrer que {£,£7,£% } est un
systéme fondamentale d’unités de F' il suffit de montrer que 2u n’est pas un carré
1 3. 2
dans La pour pu = 6/1j1 /2]25‘/3 ou {6/156/255/3} = {6)56566 } et jlaj2 S {Oal} En
utilisant le méme raisonnement que dans (1) on trouve le résultat, ce qui achéve la
démonstration du lemme. O

3. Tour des 2-corps de classes de Hilbert de Q(\/—¢,/p)

Soient k = Q(y/—¢,/p) ot p est un nombre premier tels que p = 1 mod 8 et
(%)4 = —1, d’apres [2], Cx 2 est isomorphe & Z/27Z x Z/27Z, ainsi k! /k a trois sous-
corps intermédiaires, qu’on note par Fj, Fb, F3 et soit G le groupe de Galois de
k?/k. En utilisant |6, Théoréme 4, p. 48-49], on montre facilement que le corps
de genres de k est k) = Fy = k(v/—1), c’est la plus grande extension de k de la
forme kM qui est non ramifiée pour tous les idéaux premiers de k, finis et infinis,

et telle que M est une extension abélienne de Q.
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Comme (%) =1, alors ils existent deux idéaux premiers

By=(2, LQQ\/]_)> et Bo=(2, #> de Q(/p) tel que (2)=B,B, dans Q(\/p),

avec et y des entiers, or B et B sont des idéaux principaux de Q(/p) o hg
est le nombre de classes de Q(,/p), donc on peut choisir a et b strictement positifs

tels que
b -
Blo = (Lf) et Blo = (Lf) dans Q(1/p),

avec o = # et a = # sont strictement positifs. Soient H; et Hy les idéaux
premiers de k au dessus de By et By respectivement et H = HyHo.

Théoréme 3.1. Soient k = Q(\/—¢./p) ot p est un nombre premier tel que p =
1 mod 8 et (}%)4 = —1, et F3 =k(\/—1), alors Cp, o est cyclique d’ordre ho(F3) =
ha(—p), ot ha(—p) est le 2-nombre de classes de Q(\/—p).

Preuve: On a F3 est un CM-corps et L est son sous-corps réel maximal, et comme
le nombre de classes de L est impair (voir [11]), alors, d’aprés [10],

rang Cp, o =t —1+rang Er N NFB/L(Fg)/ELQ,

ol t est le nombre des idéaux premiers (finis) ramifiés dans Fs/ L.

En utilisant les notations du lemme 2.1, on a {&, £7, 5”2} est un systéme fondamen-
tale d'unités de L et de F3 et on a

Npy/p(€) = Niyyr(67) = +e et Npyp(67) = +e,

ainsi

rang Er N NFS/L(F3)/EL2 = 0.
Comme on a deux idéaux premiers de L qui se ramifient dans F3 qui sont les idéaux
premiers de L au dessus des deux diviseurs premiers de 2 dans Q(,/p), alors on a
rang Cr, 2 = 1, ce qui veut dire que Cy g, est cyclique.

On a F3/Q(/p) est une extension biquadratique normale de groupe de Galois
de type (2,2) et de sous extensions quadratiques k, L, ko = Q(/p, v —1) et d’indice
d’unité q(F3/Q(/p)), ainsi, d’aprés [9], on a
22717270 (F3 /Q(y/p)) ha (k) ha(L)ha (ko)

ha(Q(v/P))’
Or on a ha(Q(y/p)) = 1, ha(k) = 4, ho(L) = 1 (voir [11]), et comme ko/Q(y/—p)
est une extension non ramifiée et le 2-groupe de classes de Q(y/—p) est cyclique
(voir [7]), alors ha(ko) = ha(—p) et on a {e} est un systéme fondamentale d unités

de k et comme 2¢ n’est pas un carré dans Q(,/p), alors, d’aprés [1, Proposition 2|,
{e} est aussi un systéme fondamentale d’unités de ko. D’apreés le lemme 2.1, L et

ho(F3) =

F5 ont méme systéme fondamentale d’unités qui est le systéme {¢ ,E”,E”z}, ainsi
q(F3/Q(\/p)) = 1, ce qui donne que hy(F3) = ha(—p). O
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Corollaire 3.1.1. Soient k = Q(\/—¢,/p) ou p est un nombre premier tel que
p=1mod8 et (2) =—1, et G = Gal(k?/k) le groupe de Galois de k*/k. Alors

2
P4

ot ho(—p) est le 2-nombre de classes de Q(v/—p).

Théoréme 3.2. Soient k = Q(y/—¢c\/p) o p est un nombre premier tel que
p = 1 mod 8 et (%)4 = —1. Alors dans chacune des extensions F; ils existent
exactement deux classes de Cy o qui capitulent et G, le groupe de Galois de k2 /k
est quatérnionique.

Preuve: Le groupe G ne peut étre abélien car, d’apres [7], 4 divise ha(—p) ce qui
donne |G| > 8. D’apres le lemme 2.1, on a {&, &7, 502} est un systéme fondamentale
d’unités de F3 et on a Np, 1 (§) = NFS/k(EUZ) = feet Np,(€7) = +e 1 ainsi,
en utilisant [5], on trouve que deux classes seulement de Cy o capitulent dans Fj,
et comme on a le 2-groupe de classes F3 est cyclique, alors G est quatérnionique
et dans chacune des extensions Fj ils existent exactement deux classes de Cx » qui
capitulent. O

Lemme 3.1. Soient p un nombre premier congru a 1 modulo 8 et £ l'unité fonda-

mentale de Q(\/p), alors /p =1 mod 4 dans Q(,/p).

Preuve: Soit € = v + v,/p, comme p = 1 mod 8, alors u est pair et v est impair.
Montrons que v = 1 mod 4 et v = 0 mod 4, en effet, on a

v’ = w+1 et p =1 mod 4,
p
donc v? = 22 +y? pour z et y deux entiers relativement premiers, ce qui donne que
v? = (x + yi)(z — yi) dans Z[d],
ainsi

x+yi=n(e+ fi)> otte, f€Zetnc {£l, +i} est une unité dans Z[i].

Puisque v? = (e + fi)%(e — fi)? = (2 + f?)? et v > 0, alors v = €? + f2, et comme
v est impair, alors v = 1 mod 4. En utilisant le fait que u> = —1 + pv?, on trouve

que u = 0 mod 4. Ainsi e,/p = vp = 1 mod 4 dans Q(,/p). O

Corollaire 3.2.1. Soient k = Q(\/—¢,/p) ou p est un nombre premier tel que
p=1mod38 et (%)4 = —1, alors k! = k(/z, vV/—1) de sous-corps Fy = k(/¢),
Fy = k(VE) et F3 =k(y/—1) surk ou & est le conjugué de .

Example 3.1. Soit k = Q(v/17+4V17), on a 17 = 1mod 38, (&), = —1 et
ho(—17) = 4, alors le groupe de Galois de k?/k est quatérnionique d’ordre 8, ils

existent exactement deux classes de Cy o qui capitulent dans Fy = k(v/4 +/17),

de méme pour Fy = k(\/4 —/17) et F3 = k(v/—1) et k! = k(v/4+ V17, /—1).
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