Bol. Soc. Paran. Mat.
Essays (3s.) v. 24 1-2 (2006): [7T9-88l
©SPM -ISNN-00378712

Transformagoes conformes de algumas regioes duplamente conexas em
anel *
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RESUMO: Neste artigo sdo construidas, de forma concreta, transformacoes con-
formes de algumas regides duplamente conexas em anel. Para isso utilizamos as
fungdes elementares e suas propriedades, os principios béasicos das transformagoes
conformes, o principio de simetria de Riemann-Schwarz e a integral de Schwarz-
Christoffel.
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1. Introducao

Uma das teorias importantes da matemaética é a das transformagoes conformes,
que possui varias aplicagoes na fisica. A investigacao das transformagoes conformes
de regides multiplamente conexas teve comeco na primeira metade do século XX
nos trabalhos de Kobe, Carathéodory, Gilbert, Grunsky, Goluzin, Schiffer e outros.
Um dos seus problemas principais é construir de forma concreta uma composicao
de fungoes que faca a transformagao conforme de uma regiao dada em uma regiao
canonica. Nem sempre existe transformacao conforme de uma regiao multiplamente
conexa a outra. Para existir tal transformacao precisamos satisfazer as condigoes
necessarias, uma delas é que as regioes devem ter o mesmo grau de conexao. Mas,
essa condigao nao garante a existéncia da transformagao conforme. Por exemplo,
dadas duas regices duplamente conexas quaisquer nao podemos afirmar que existe
transformacao conforme de uma dessas regioes a outra. Ao mesmo tempo, temos
um teorema que garante que qualquer regiao duplamente conexa pode ser trans-
formada biunivocamente num anel [IJ2], que é considerado na qualidade de regiao
canodnica para regioes duplamente conexas. Porém, nao temos nenhum algoritmo
para construgao de forma concreta desta funcao.
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Neste trabalho vamos construir de forma concreta transformagoes conformes
de algumas regices duplamente conexas, que possuem algum tipo de simetria, em
anéis. Na resolucao deste problema utilizamos as funcoes elementares e suas pro-
priedades [I4] e os principios bésicos das transformacées conformes [4/5]. Para
ampliar a classe das regioes para as quais podemos construir a sua transformacao
concretamente utilizamos, também, o principio de simetria de Riemann-Schwarz
[4)5] e a transformagdo de Schwarz-Christoffel (integral eliptica de 1¢ espécie de
Legendre) [1/45].

Relembraremos, agora, alguns conceitos e resultados importantes para a cons-
trucao feita neste trabalho.

Definicao 1.1 Uma fung¢dao w = f(z) é chamada regular num ponto zo, se f(z)
pode ser desenvolvida numa série de poténcias

—+oo
F2) =3 enlz — z)"
n=0
que converge num circulo |z — zo| < r com centro no ponto zo.

Definigao 1.2 Uma funcdo w = f(z), definida na regiago D, € chamada regular

nessa regiao se ela é regular em qualquer ponto dessa Tegido.

E conhecido [1/5] que a regularidade de uma fun¢ao numa regido é equivalente
a diferenciabilidade dessa fun¢ao na mesma regiao.

Definicao 1.3 A funcdo f(z) € chamada univalente numa regiGo D, se
Vz1,22 € D, 21 # 22, seque que f(z1) # f(z2).

Se considerarmos f(z) univoca e univalente na regiao D, neste caso entao tere-
mos f(z) biunfvoca.

Definicao 1.4 Se a func¢do f(z) € reqular e univalente na regido D, entdo f(2)
realiza transformacdo conforme dessa regido.

Agora, iremos relembrar também os principios bésicos das transformacoes con-
formes.

Principio da conservagao de regioes
Seja a fungao f(z) regular na regigo D e diferente de constante idéntica nesta
regido, entdo f(z) transforma a regico D numa regido.

Principio da correspondéncia de fronteiras
Sejam D e G regides simplesmente conexas, cujas fronteiras sGo curvas suaves por
partes, I' = 0D e C = 9G, a fungdo f(z) € regular na regido D e continua em
D. Se a um percurso positivo do ponto z pela curva T' corresponde um percurso
positivo do ponto w = f(2) pela curva C, entdo a fungdo w = f(2) transforma a
regido D na regido G de modo biunivoco.

Principio da Simetria de Riemann-Schwarz
Seja D alguma regigo cuja fronteira contém o segmento v do eixo real. Seja a
fungao w= f(z) regular na regicdo D e continua em DU~ e f(z) assume valores
reais no segmento vy, isto €, a imagem de v é um segmento I' que estd sobre o
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eizo real através da transformacgio f(z) : T = f(v). Entdo a funcao f(z) pode ser
prolongada analiticamente da regiao D para a regigo D' que é simétrica a D em
relagao ao eiro real; o prolongamento dessa fungdo define-se do segquinte modo:

f(z), ze DU~y
Flz)=9 ___
f(z), zeD

Definicao 1.5 A integral de Schwarz-Christoffel (integral eliptica de 1% espécie)
tem a sequinte forma

w:F(z,k):/ dt , 0<k<l, Imz>0. (1)
0 V- P)(1 - 20

O parametro k chama-se médulo da integral (1) e o mimero k', k> + k2> =1, é o
modulo adicional.

A fungédo (1)) transforma biunivocamente o semiplano superior num retangulo

de tal modo que os pontos do eixo real 1, 1/k, —1/k, —1 passam, respectivamente,
nos pontos K, K +1K', —K + 1K', —K, os quais sao os vértices deste retangulo,

onde
! dt
k= K(k):/o V-2 k)

é integral eliptica completa de primeira espécie e

1/k dt
1 /(2 =1)(1 - k22)

A funcao inversa de (1)) tem a forma

K =K'(k)= =K(K), K +k*=1.

z=sn(w,k), 0<k<1

e chama-se seno eliptico [1/4]; essa funcao realiza a transformagao conforme do
retangulo ao semiplano superior.

2. Construgao das transformacgoes conformes de algumas regioes
duplamente conexas em anel

Agora, vamos construir de forma concreta transformagoes conformes de al-
gumas regides duplamente conexas (figuras 1 e 12) num anel. Novamente men-
cionamos que para realizar esta tarefa utilizamos as funcoes elementares e suas
propriedades, os principios basicos das transformacoes conformes, o principio de
simetria de Riemann-Schwarz e a integral de Schwarz-Christoffel.
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2.1. PRIMEIRA REGIAO DUPLAMENTE CONEXA. A regiao do plano z (figura 1) que
chamaremos de regiao inicial, possui simetria em relacao aos raios, entao fazemos
cortes auxiliares e tomamos uma das partes que é simétrica as outras 2n partes; a
qual chamaremos de regiao auxiliar (figura 2).
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figura 1 figura 2

Nosso objetivo é transformar biunivocamente esta regiao auxiliar do plano z num
setor de anel, de tal forma que as partes da fronteira que correspondem a fronteira
da regido inicial passam nos arcos de circunferéncia (veja figura 10).

Para iniciar esta transformacao, usamos a fungao de poténcia, z; = 2", e obte-
mos a regido do plano z; (figura 3). Como a regiao do plano z; é uma das regides de
univaléncia da funcao de Jukowski e sabemos que ela transforma a circunferéncia
unitdria com centro na origem no segmento [—1,1] do eixo real, a segunda fungao

que usamos é a funcao de Jukowski: zy = % (zl + 711) Desta forma, obtemos

no plano zs todo o semiplano superior (figura 4), com as partes da fronteira que
correspondem a fronteira da regido inicial sobre os segmentos (—oo, —A] e [—1, A]
do eixo real, onde A = 2n~1 4 2~ (n+1)

e 22

o

figura 3 figura 4

Precisamos transformar o semiplano superior nele mesmo de tal maneira que as
partes da fronteira que correspondem a fronteira da regiao inicial passam em in-
tervalos simétricos. Para fazer isso utilizaremos uma transformacao homogréfica.
Construimos no plano z, duas circunferéncias C e Cy ortogonais ao eixo real,
de tal modo que Cy passa pelos pontos —A e —1 e Oy pelos pontos A e oo (veja
figura 5). Notamos que a circunferéncia C tem centro no ponto a = 7# e
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raio r = %. Denotamos por z{ e z§ os pontos simétricos, ao mesmo tempo,

as circunferéncias C7 e Cy. Pelo sentido geométrico vemos que, neste caso, estes
pontos pertencem ao eixo real. Utilizando a definigdo de pontos simétricos [4]
chegamos ao seguinte sistema

—A=A—-2

2 )

A
zzfaer

de onde segue que

2= A— 242 124
2 = A+ 242 +2A

; (2)

com A =271 4 9—(n+1) ,
Z2—Z,

Consideramos a fungao homografica z3 = P Ela transforma biunivoca-
2

mente o semiplano superior do plano zs no semiplano inferior do plano z3 (figura
6), de tal forma que o ponto z{ é levado no ponto zero e o ponto z5 no ponto
infinito. Devido as propriedades das fungdes homogréficas, temos que as circun-
feréencias C7 e Cy sao levadas nas circunferéncias I'y e I'y, respectivamente. Como
z{ e zY sdo simétricos simultaneamente & C; e Cq, da propriedade de invaridncia
dos pontos simétricos das fungoes homogréficas, temos que os pontos zero e infinito
sao simétricos, ao mesmo tempo, a I'y e I's, de onde segue que I'; e I's sao cir-
cunferéncias concéntricas com centro na origem (figura 6). Desta forma, os pontos
o0, —A, —1 e A sao transformados nos pontos 1, B, —B e —1, que determinam
intervalos simétricos, onde

2
3A+1-2V2A2+24 (2214220 — 1
A-1 B 2n —1

c, } @
/ o

figura 5 figura 6

B= (3)

I

Rotacionamos e extendemos esta regiao do plano z3 com a fungao linear:
Z4 = —%z;), e obtemos o semiplano superior do plano z4 (figura 7). Aplicamos
a esta regido do plano z4 a integral de Schwarz-Christoffel (I), com o valor de
k = B, e chegamos no plano z5 ao retangulo da figura 8, onde K e K’ definem-se
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deste modo:

! dt
K = KB~ | W

1/B dt

K' = K'(B)= . JESDI— )

=K(B"), B*+B?=1. (5)

Notamos que os valores K e K’ podem ser encontrados em tabelas [3] se soubermos
o valor de n.

Y I

T

-1/B -1 1 -K K

figura 7 figura 8

Vamos transformar, um pouco, o retangulo do plano z5. Para isso, usamos a
fungdo linear: z5 = %= (25 + K), e obtemos o retangulo da figura 9, que aplicando
a funcao exponencial: w = e*¢, teremos um setor de um anel com as partes da fron-
teira que correspondem a fronteira da regiao inicial sobre os arcos de circunferéncia

(figura 10); que era o nosso objetivo.

Assim, construimos a composicao de fungoes:

2"+ 27— 22

T 24 dt
w=g(z) = e:cp{nK/ [/0 \/(1 (15 + K]}, 24 = _B(Z” 2 — 22

que transforma biunivocamente a regiao auxiliar do plano z (figura 2) no setor de
anel do plano w (figura 10), com raios 1 e e%; os valores de 2, 2, B, K e K’ sao
calculados pelas férmulas (2)), (3), (4) e (5)), respectivamente. Agora, utilizamos o
principio de simetria de Riemann-Schwarz para prolongar analiticamente a com-
posigao de fungdes w = ¢g(z) em relacao aos cortes auxiliares e fazendo isso 2n
vezes, teremos que a fungao prolongada transforma biunivocamente a regiao inicial
do plano z (figura 1) no anel do plano w (figura 11).
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figura 9 figura 10 figura 11

2.2. SEGUNDA REGIAO DUPLAMENTE CONEXA. Esta regido do plano z (figura 12)
possui simetria em relagao ao eixo real, entao fazemos um corte auxiliar e tomamos
uma das partes que é simetrica & outra (figura 13).

A

_

figura 12 figura 13

A regiao da figura 13 possui simetria em relagao ao eixo imagindrio, entao, nova-
mente, fazemos um corte auxiliar e escolhemos uma das partes desta regiao que é
simétrica & outra (figura 14), esta regido chamaremos de regido auxiliar.

Para esta construcgao, nosso objetivo, também, é transformar a regiao auxiliar
num setor de anel de tal forma que as partes da fronteira que correspondem a
fronteira da regiao inicial fiquem sobre os arcos de circunferéncia. Iniciamos esta
transformacao utilizando a funcao de poténcia: z; = 22, para ampliarmos no ponto

zero todos os angulos da regido auxiliar e chegarmos na regiao do plano z; (figura
15).
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figura 14 figura 15

O proximo passo desta transformagao é a utilizagdo da funcao de Jukowski:
2o = % (zl + %), pois notamos que a regiao do plano z; é uma das regides de
univaléncia desta funcao. A imagem desta transformacgao é a regiao do plano zo
(figura 16). Agora, usamos a funcao z3 = ;12 para transformar, um pouco, a
fronteira da regiao do plano z3 e obtemos a regiao do plano z3 (figura 17).

%
)
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_ )

figura 16 figura 17

“ ) n ®

A regido do plano z3 é uma regido onde podemos escolher um ramo regular da
fungao inversa da fungao de Jukowski, entdao a utilizamos: z4 = 23+ /25 — 1, para
transformar o segmento [—1, 1] do eixo real em parte de uma circunferéncia unitaria
com centro na origem (figura 18). Rotacionamos e reduzimos todos os angulos no
ponto zero da regidgo do plano z; com a funcio zs = (—izs)?/ e chegamos ao
semiplano superior sem o circulo unitdrio superior no plano z5 (figura 19).

.

7 | 7 |
b

figura 18 figura 19
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Agora, usamos a funcao de Jukowski, zg = % (25 + i), para transformar a

semicircunferéncia da regido do plano z; no segmento [—1,1] do eixo real e obter
todo semiplano superior (figura 20). Utilizamos a fungao linear: z; = 2zg, para
transformar, um pouco, a fronteira da regido do plano z; (figura 21).

figura 20 figura 21

Assim, o semiplano superior do plano z7 é transformado no retangulo do plano
zg (figura 22) usando a integral de Schwarz-Christoffel (1)), com o valor de k = 1/2.
Os nimeros K e K’ tém a seguinte forma:

K= K() /\/1—152 Y1 —t2/4) KI_K<\§)'

e seus valores aproximados sdo: K = 1,6858 e K’ = 2,1565; estes valores podem
ser encontrados em tabelas [3].

Transformamos, um pouco, o retangulo do plano zg com a funcao linear:
29 = 37 (28 — K) e chegamos ao retangulo da figura 23.

_K+K’ ! K+iK' d “/
7 7

.

ENE]

figura 22 figura 23

Aplicando a funcdo exponencial w = e* na regiao do plano zg atingimos nosso
objetivo, que era obter um setor de anel, de tal forma que as partes da fronteira que
correspondem a fronteira da regiao inicial fiquem sobre os arcos de circunferéncia
(figura 24).

Desta forma, construimos a composicao de fungoes:

_ V2 V2 —im
w=h(z) = (2 +i— ) [ / N t2 0
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onde

- 22— 2729 2/3 224272 2/3
= 224272 + 22— 272 -2 ’

que transforma biunivocamente a regiao auxiliar do plano z (figura 14) no setor de
anel do plano w (figura 24). Agora, utilizamos o principio de simetria de Riemann-
Schwarz para prolongar analiticamente a composicao de fungdes w = h(z) em
relagdo ao tltimo corte auxiliar feito no plano z (veja figuras 13 e 14). Assim,
teremos que esta fungao prolongada transforma biunivocamente a regiao da figura
13 na regiao da figura 25. Usando, outra vez, o principio de simetria de Riemann-
Schwarz obtemos que a fungao prolongada transforma biunivocamente a regiao
inicial do plano z (figura 12) no anel do plano w (figura 26).

B~ D e

5.

figura 24 figura 25 figura 26
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