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Teorema de Jurdjevic e Kupka no grupo SL(n,R)
Bernadete Maria Suaki Brandao

RESUMO: Neste trabalho apresentamos a demonstragao do Teorema de Jurdjevic e
Kupka [9] que estabelece condigdes suficientes para controlabilidade de uma familia
de sistemas bilineares no grupo SL(n,R).
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Introdugao

Controlabilidade de sistemas em grupos de Lie vem sendo estudada desde o
inicio dos anos 70. Brockett [3] considerou problemas aplicados a sistemas de
controle em grupos de matrizes e seus espacos homogéneos. O estudo sistematico
de sistemas de controle em grupos de Lie foi iniciado por Jurdjevic e Sussmann
[10], onde foram estabelecidas propriedades basicas dos conjuntos de atingibilidade
e Orbitas. A teminologia usada atualmente foi estabelecida por Jurdjevic e Kupka

A questao de establecer condigoes necessarias e suficientes para que uma familia
de campos lineares seja controlavel encontra-se ainda como um problema em aberto.
No entanto tem-se alguns resultados nesse sentido. Um resultado de longo alcance
nessa direcao sao as condigoes suficientes proporcionadas por Jurdjevic e Kupka
[9]. Essas condigoes foram estendidas a sistemas invariantes em grupos de Lie semi-
simples por Jurdjevic e Kupka [8]. Anélises posteriores dessas condigdes foram
feitas em El Assoudi e Gauthier [4], Gauthier, Kupka e Sallet [5] e Silva Leite e
Crouch [11], entre outros. Trabalhando no contexto mais geral de semigrupos, San
Martin e Tonelli [16] e San Martin [14] estabeleceram que a controlabilidade de
sistemas bilineares pode ser reduzida a controlabilidade de sistemas invariantes em
grupos semi-simples. Uma classificagdo detalhada da controlabilidade de sistemas
bilineares em dimensao dois é apresentada em Braga Barros, Gongalves, do Rocio
e San Martin [I].
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O objetivo do presente trabalho é apresentar o caso particular do teorema de
Jurdjevick e Kupka, que estabelece condigoes suficientes para a controlabilidade
de uma familia de sistemas bilineares do tipo X = (A + uB) X em grupos de Lie
semi-simples. Jurdjevic e Kupka demonstraram primeiramente o tal teorema em
SL (n,R) e posteriormente publicaram a demonstragao geral [§]. Apresentaremos
a demonstragao do mesmo nos moldes em que originalmente foi feita.

1. Controlabilidade de sistemas

Nesta secao introduziremos as nogoes bésicas da teoria de controle para sis-
temas de campos vetoriais invariantes & direita em grupos de Lie e seus espagos
homogéneos. O principal resultado da se¢ao é o Teorema [1.5/ 0 qual estabelece que
um sistema é controlével se, e somente se, o elemento identidade do grupo pertence
ao interior do conjunto de atingibilidade. Em todo esse trabalho G denotara um
grupo de Lie e g a algebra de Lie de G. As demonstragdes dos resultados citados
nessa se¢ao podem ser encontrados em [2], [6] e [15].

Um sistema de controle invariante & direita em um grupo de Lie G é um con-
junto arbitrario I' de campos de vetores invariantes a direita em G, isto é, qualquer
subconjunto

I'cg.

Por simplicidade, sempre que nos referirmos a “sistema’ estaremos nos referindo a
um sistema invariante a direita, ou seja, a um subconjunto da algebra de Lie g.

Uma trajetoria de um sistema I' em G & uma curva continua z(t) em G, definida
em um intervalo [a,b] C R, tal que existe uma particdo a = tg < t; < ... <t =b
e elementos Ay, Ay ..., A em T tais que a restrigdo de z(t) a cada intervalo aberto
(ti—1,t;) seja diferenciavel e 2'(t) = A;(x(t)) para t € (t;—1,t;),i=1,2,..., k. Em
outras palavras, uma trajetoria de I' é uma concatenacao de trajetorias de campos
deT.

O conjunto de atingibilidade de um sistema invariante & direita I" em G, a partir
de um ponto x € G, é o subconjunto Ar(z) de G consitindo de todos os pontos
finais de trajetorias nao negativas de I' com ponto inicial em x, ou seja,

Ar(z) :=={z(T) : z(-) ¢ uma trajetoria de I, (0) =z e T > 0}.

Um sistema I' é controldvel a partir de um ponto z € G se Ar(z) = G e é
controlavel em G se for controlavel a partir de todo ponto.

Um sistema I' é acessivel em um ponto z € G se o conjunto de atingibilidade
Ar(z) a partir de = possuir interior ndo vazio em G.

Diremos que um sistema é acessivel se ele for acessivel a partir de todo ponto.

Associado ao conjunto de atingibilidade de um sistema I' temos a drbita do
sistema passando pelo ponto € G. Este conjunto serd denotado por O (z) e
definido como:

O(z) :={z(T): z(.) é uma trajetoria de I', x (0) = =, T € R}.

Seja exp : g — G a aplica¢do exponencial do grupo de Lie G e seja A € g um
elemento fixo. A trajetoria do campo vetorial A passando pelo elemento neutro e
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é o grupo a um parametro exp(tA4), t € R, e a trajetoria de A passando pelo ponto
z € Geéexp(tA)z, t € R.

Para qualquer subconjunto I' C g denotaremos por Lie ' a menor subélgebra de
g que contém I'. Eventualmente também denotaremos a algebra de Lie do subgrupo
de Lie H de G por Lie(H). O contexto deixara claro a que a notagao se refere.

Os proximos resultados desta segao agrupam algumas propriedades basicas da
teoria de sistemas de campos invariantes & direita em grupos de Lie que neces-
sitaremos nas segbes posteriores. As demonstragoes podem ser encontradas, por
exemplo, em [0].

Proposigao 1.1 Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e I' um sub-
conjunto de g. Se x € um ponto arbitrdrio de G entao:

(i) O
(ii) O(x)
(iii) O(

(iv) O(x) € a variedade integral maximal da distribui¢do involutiva invariante &
direita LieI' em G passando pelo ponto x.

x) = {exp(tpAg). exp(tp_1A4x_1) - -exp(tiA1)z: A; €T, t; € R, k € N}

O(e)x

e) € o subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie é LieT’

O analogo da proposi¢ao acima para o conjunto de atingibilidade é o seguinte:

Proposigao 1.2 Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e ' C g um
sistema invariante o direita. Se x € um ponto arbitrdrio de G entdo:
(i) Ar(z) = {exp(txAk). exp(tk—1Ak—1) - -exp(t1A1)z : A; € ', t; > 0,k € N}
(ii) Ar(z) = A(e)e
Ar(
r(

e) € um subsemigrupo de G

ZZZ

(iv) A

Uma condicao necessaria de controlabilidade é dada na préxima proposicao e é
usualmente citada como condicdo do posto.

x) € um subconjunto conexo por caminhos de G.

Teorema 1.3 Uma condigao necessdria para que um subconjunto I' C g seja con-
trolavel € que T' gere g como sua dlgebra de Lie, isto €, Liel' = g. Se Liel' = g
entao o conjunto de atingibilidade A tem interior nao vazio no grupo G.

Em geral, a condicao do posto nao é suficiente para controlabilidade, mas é
equivalente & acessibilidade.

Teorema 1.4 Um subconjunto T' C g € acessivel na identidade (e portanto em
qualquer ponto de G) se, e somente se, Liel' = g.
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Dizemos que o posto de um subconjunto I' C g é mdximo se a condicao do posto
é valida, ou seja, se Liel' = g.

Em um sistema de posto maximo o conjunto de atingibilidade A tem interior
nao vazio em G. Em geral, a identidade e pode nao pertencer ao interior de A.
Quando isto acontece obtemos uma das principais condigoes para a ocorréncia da
controlabilidade.

Teorema 1.5 Um sistema invariante o direita I' em um grupo de Lie conexo G €
controldvel se, e somente se, o elemento identidade e pertencer ao interior de A.

2. Saturado de Lie

Um método eficiente para obter condigoes suficientes para controlabilidade de
sistemas invariantes a direita é a técnica de extensao baseada no célculo do cone
tangente do fecho do semigrupo de atingibilidade. Essa técnica é desenvolvida
sisteméaticamente em [G]. Nesta se¢ao abordaremos o assunto com o intuito de
estabelecer uma linguagem basica que nos possibilite fazer a demosntragao do Teo-
rema 3.3.

Definicao 2.1 Dois subconjuntos I'y, I's C g sao chamados equivalentes se
fecho(Ar, ) = fecho(Ar,).

Lema 2.2 SeI'y eIy sao equivalentes a I' entdo a unidgo I'y Uy € equivalente a
T.

Demonstragao: Como I'y C I'1UT'y temos que Ap, C Ar,yr,. Assim fecho(Ar) =
fecho(Ar,) C fecho(Ar,ur,). Por outro lado, se y € Ar,_r,, entdo y é o produto
intercalado de elementos de Ar, e Ar,. Mas, cada elemento de Ar, pertence a
fecho(Ar) e, como Ar é semigrupo, temos que y € fecho(Ar). Assim Ar,ur, C
fecho(Ar) e fecho(Ar,ur,) C fecho(Ar). Portanto fecho(Ar,ur,) = fecho(Ar)
mostrando que I'y UT's é equivalente a IT'. O

Uma consequéncia desse lema é a viabilidade da seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3 Seja I' um subconjunto de uma dlgebra de Lie g. O saturado de Lie
de T, denotado por Sat(T') é o maior subconjunto de LieT' que € equivalente a T.

Outra maneira de descrever o saturado de Lie de um subconjunto de g é dada
a seguir.

Teorema 2.4 Para qualquer subconjnto I’ C g temos
Sat(I') = LieI’'N {A € g : exp(tA) € fecho(Ar), Vt > 0}.
Demonstracgao: Seja IV = {A € g: exp(tA) € fecho(Ar), Vt > 0}. Observemos

inicialmente que Aps C fecho (Ar). Dai, fecho (Ar/) C fecho (Ar) e também, se
A € T entdo exp(tA) € Ap, Vt > 0, isto é, A € TV. Portanto I' C ITV. Logo
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fecho (Ar) C fecho (Ar/). Desta forma fecho (Ar) = fecho Ar/), ou seja, I' é equi-
valente a IV. Além disso vamos mostrar que LieI' N TV é o maior subconjunto
de g que é equivalente a I'. Para isto, suponhamos que I'y seja um subcon-
junto de g equivalente a I', isto ¢, fecho (Ap,) = fecho(Ar). Se A € T'; entdo
exp (tA) € Ar, C fecho (Ar) Vt > 0. Portanto A € T" e dai I'; C I, Sendo assim
I & o maior subconjunto de g equivalente a I'. Portanto, pela defini¢cao do saturado
de Lie, temos que
Sat (T') = Liel' N T".

Dado um subconjunto I C g denotemos por E(T') o conjunto
{A€eSat(l'): —A € Sat (')}

Nao é dificil de mostrar que E(I') é o maior subespago vetorial de g contido em
Sat (T'). De fato, para mostrar que E(T") é um subespago vetorial basta demonstrar
que, se A,B € E(T') entdo, exp(t(A + B)) € fecho(Ar), para qualquer ¢ € R..
Como exp(tA), exp(tB) pertencem ao fecho(Ar) e, conforme [17] Corolario 2.15.5,

exp(t(A+ B)) = lim (exp(%A) exp(%B))” (1)

n—o0

entdo exp(t(A + B)) € fecho(Ar).

Por outro lado, se F' é um subespaco vetorial de g contido em Sat (I') e A € F
entdo —A € F. Logo A, —A € Sat (T') e, pela defini¢ao A € E (T'). Isto mostra que
FCE(I).

As propriedades béasicas do Saturado de Lie estdo agrupadas na seguinte pro-
posigao:

Proposigao 2.5
(1) SatoSat = Sat
(73) Sat (') € um cone positivo convexo fechado em g, isto é,
(a) Sat (T') € topologicamente fechado:
fecho (Sat (T')) = Sat (T")
(b) Sat (I") é convezxo:
A, BeSat(l')= aA+(1—a)BeSat (') Vael0,1]

(c) Sat (I') € um cone positivo:

A,B e Sat (') = aA+ B € Sat(T) ,Va, 5 >0
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(¢91) Para todo A € E(T') e todot € R
et#d(A) Sat (I') ¢ Sat (T)

(iv) E (') é uma subdlgebra de g. Em particular
+A,+B € Sat (I') = £ [A, B] € Sat (I

(v) Se A € Sat (T') e se o subgrupo a um pardmetro {exp (tA) : t € R} € periddico
entdo RA C Sat (T').

Demonstragao: (i) Dado um sistema I' claramente I' C Sat (I"). Consequente-
mente Sat (I') C Sat (Sat (I')) . Por outro lado, por transitividade, Sat (Sat (I')) ¢é
equivalente a I'. Como Sat (T') é o maior subconjunto de Lie(T") que é equivalente a
T, entao Sat (Sat (I')) C Sat (T'). Assim temos a igualdade Sat (Sat (I')) = Sat (T")
para qualquer sistema I'.

(it) (a) Pelo Teorema 2.4

Sat (I') = Lie(T') N {A € g : exp (tA) € fecho (Ar) Vit >0}.

Denotando o conjunto {A € g : exp (tA) € fecho (Ar) Vt > 0} por I temos que,
se A, é uma sequéncia em I' com A4, — A e exp(tA,) € fecho(Ar), entdo
lim exp (tA,,) € fecho (Ar) uma vez que fecho (Ar) ¢ fechado. Pela continuidade

da aplicagdo exponencial exp (tA,) — exp (tA) Vt > 0 e portanto exp (tA) €
fecho (Ar). Logo A € TV e assim I" é fechado. Como Sat (I') =Lie(I') N T conclui-
mos que Sat (I') é fechado.

(73) (b) Sejam A, B € Sat (I') e @ € [0,1]. Pelo Teorema 2.4 temos que A, B €
Lie(T) e exp (tA) ,exp (tB) € fecho (Ar) V¢t > 0. Claramente oA + (1 —a)B €
Lie (T'), além disso, usando (1) temos

t t "
expt (@A + (1 —a)B) = lim (exp (aA) exp ( (1-a) B)) .
n—oo n n
Mas exp (Lad),exp (L (1 — a) B) € fecho (Ar) e, como fecho (Ar) é um semigrupo
fechado,
expt(aA+ (1 — «)B) € fecho (Ar).

Portanto (A + (1 — «) B) € Sat (T).

(i) (¢) Imediato a partir do Teorema 2.4 e ().

(7i1) Sejam A € E(I'), t € Re B € Sat(I'). Como +A € Sat ('), pela comuta-
tividade dos diagramas,

G ——AL s ur(g) G L ¢

exp exp exp exp

End(g) g

Ad Ad,
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1

onde I, (z) = oxo~! Vx € G, temos:

exp (se“’dAB) = exp (sAdexptaB)
= exp (tA) exp (sB) exp (—tA) € fecho (Ar)

para todo s > 0,¢ € R. Assim e?*¥4B € Sat (') para todo t € R.

et ad AB _
(iv) Como E (I') é um subespago vetorial entéo —F € Sat (I") para
todo t > 0. Como Sat (T') é fechado entéo temos que
tad AB _
+[A, B = i}ir%% € Sat (T).

(v) Sejam ¢t € Rep > 0o periodo. Tomemos k € N tal que t+kp =t > 0. Como
exp (tA) = exp(t+np) A Vn € Z entdo exp (tA) = exp (t' — kp) A = exp (Y'A) €
fecho (Ar). Desta forma RA C Sat (T'). O

O proximo teorema estabelece condigoes necessarias e suficientes para contro-
labilidade em termos do Saturado de Lie de um sistema.

Teorema 2.6 Um sistema I' C g, € controldvel em um grupo de Lie conexo G se,
e somente se, Sat (I') = g.

Demonstragao: Se I' é controlavel entao Ar = G e portanto
{A € g:exp(tA) € fecho(Ar)} = g.

Assim, pelo Teorema 2.4, temos Sat (I') = g. Por outro lado se Sat (I') = g en-
tao Lie(I') = g e, como Sat (I') é equivalente a I', temos que fecho (Asat(r)) =
fecho (Ar). Mas Ay = G e entdo fecho (Ar) = G. Desta forma, como a condigéo
do posto ¢é valida e Ar é denso em G, o sistema I' é controlavel em G. O

Usualmente é dificil construir explicitamente o Saturado de Lie de um sistema
invariante a direita. Por causa disto o Teorema 2.6/ é aplicado como uma condigao
suficiente de controlabilidade através do seguinte procedimento: comegando com
um sistema I dado, construimos uma familia ascendente completamente ordenada
de extensdes {I'y} de T, isto é, Ty =T, T',CIs se a<p.

As regras das extensoes sdo provenientes do Teorema 2.5:

1. dado Ty, construimos I'g = fecho (co (T'y))

2. para £A4,B € I',, construimos I'g =I', U eRadApR.

3. para A, £B € T',, construimos I'y =T', UR[A, BJ;

4. dado A € I', com grupo a um parametro periddico construimos I'g = I'o URA.

O Teorema [2.5] garante que todas estas extensoes pertecem a Sat (I'). Se ob-
tivermos a relagao I', = g em algum passo « entdo Sat (I') = g e o sistema I' é
controlavel.
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3. O Teorema de Jurdjevic e Kupka

Nesta secao discutiremos controlabilidade de sistemas invariantes & direita em
grupos de Lie semi-simples. O teorema de Jurdjevic e Kupka estabelece condigoes
suficientes para a controlabilidade de uma familia de sistemas bilineares do tipo
X = (A+uB) X em grupos de Lie semi-simples. A demonstracdo deste teorema
consiste primeiro em reduzir o problema ao caso de grupos de Lie simples e depois,
através de uma série de manipulagoes dos espagos raizes associados as raizes de
uma conveniente decomposicao de Cartan da algebra de Lie do grupo, mostrar que
o saturado de Lie dos campos invariantes & direita A e B coincide com toda a
algebra de Lie. Consideraremos somente o caso particular em que o grupo de Lie
semi-simples é o grupo SL (n,R) das matrizes reais n x n com determinante igual a
1. Cabe esclarecer que, historicamente, foi assim que aconteceu: primeiro Jurdjevic
e Kupka demonstraram o tal teorema em SL (n,R) e posteriormente publicaram
a demonstragio geral [8]. Apresentaremos a demonstra¢do do mesmo nos moldes
em que originalmente foi feita.

Seja B € sl(n,R) e denotemos o polinémio caracteristico de Ad (B) por

Pg(A\) = A"+ P, _1(B)A\"! + .. + Py(B).

B é chamado regular capo P;(B) # 0, onde i é o posto de sl (n,R), e fortemente
regular caso seja regular e todo autovalor ndo nulo da Ad (B) seja simples.

Na continuidade deste artigo denotaremos por B um elemento fortemente regu-
lar que possui autovalores reais distintos by, b, ..., b,. Além disso, vamos assumir,
sem perda de generalidade, que by < by < ... < b,. Conforme o usual, para (i, j),
1 <i,7 < n, By; denotara a matriz cuja tinica entrada nao nula é igual a 1 e ocorre
na posicao (i,7). Se p # ¢ sdo inteiros distintos entre 1 e n, sl(p,q) denotard a
subalgebra de Lie de sl(n,R) gerada por E,,; juntamente com E,,. Usaremos a
notagdo SL (p,q) para o grupo de Lie associado a sl (p, ).

Comegemos com o seguinte resultado:

Lema 3.1 Sejam p e q inteiros distintos entre 1 en. Se T € o cone positivo gerado
por aEpq € BEq,, onde aff > 0, entao Sat (I') = sl (p,q) e Ar = SL(p,q).

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que X = <2 3) onde A >0e u<0.

Através de calculos diretos obtemos que as entradas da matriz z (t) = e'X sdo
dadas por:

(O = O =3 G ) 5
o )\k+luk .

(@ (1)1 = k:om ;
> )\k k+1

O =3 Gr

k=0
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Tomando w = /| Au| e observando que:
)t = (1)

)\k-‘rl k _

k
o (71) w2k+1

=

para k =0,1,2,... obtemos que

(@ ()11 = (@(t))yp = coswt (2)
( (1) = ’2 sin wt
(x(t)y = ’%’ sin wt

No caso considerado se X € I entdo, X = AE,, + uly,, onde A < 0. Nesse caso
as entradas da matriz €' referentes aos indices (g, q),(q,p),(p,q) e (p, p) serdo, na
sequéncia as expressoes (2)). O restante das entradas da diagonal principal seré
igual a 1 e as demais entradas serao nulas. Portanto

A
e = (coswt) E,, + ( ’
W

(Vs

onde I, ¢ a matriz identidade do espago @;¢p 41 Lii-
Com isto, para A e u fixos o semigrupo {etX > 0} é compacto, sendo portanto
um subgrupo. Assim

sin wt) B,y —

sin wt) Eqp + (coswt) Eqq + Idp,

{etX:tEO}z{etX:teR}

Como isto ocorre para cada X € I' temos em particular que Ar é um grupo. Como
Ar é conexo por caminhos ele é um grupo de Lie.
Observemos agora, através de calculos diretos, que

[qu, Eqp] = Epp - qu

é diagonal. Entao sl(p,q) é uma algebra tridimensional, assim como LieT'. Por-
tanto sl (p,q) = Lie". Além disso, como Ar é um grupo de Lie temos que Sat (T)
¢ a algebra de Lie de Ar. Portanto Sat (I') = sl (p,q) e SL (p,q) = Ar. i

Necessitaremos também do seguinte lema técnico:

Lema 3.2 Sejam ay1,a12,a21 € age nimeros reais tais que |ai1| + |azz| # 0. Se
Y1 = aajs + yayy e se ya = das1 — Bagy entdo, existem mimeros o, 3,7 e § com
ad — B =1 satisfazendo y1y2 < 0.
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Demonstragao: Se az; = aj2 = 0 o resultado é imediato. Suponha entao que
a1 # 0, e seja a = Aajaags, =4\, v = —% e = 0. Para tal escolha de a, 3,7
ed,

y1y2 = (aai2 +ya11) (dazr — Bazs)
= a12a21 + 87 (@12021 — a11a22) + Y0a11a21 — afai2a22

= a120a21 — (a12a21 - a11a21) - /\2 (a12a21)2 .

Assim y1y2 se torna negativo quando A — 0o. Se as; # 0, seja § = —Aajia91, 0=
—%, y = A e a=0. Para uma tal escolha de «, 3,7 e § e com argumento analogo
ao anterior mostra-se que y1ys se torna negativo para valores de \ suficientemente
grandes. O

Teorema 3.3 (Jurdjevic e Kupka no SL (n,R)) Sejam A,B € sl(n,R) ele-
mentos arbitrdrios tais que B € fortemente reqular com autovalores reais e A = (a;;)
satisfaz:

(i) ai; # 0 para todo 1,7 tal que 1 < i,j < n tal que |i — j| =1,
(#1) a1pan <O0.
Entao o sistema T = {A+uB :u € R} € controldvel em SL (n,R).

Demonstragao: Vamos demonstrar que Sat (I') = sl (n,R). Para isto observemos
inicialmente que, como sl (n,R) é gerado, como algebra de Lie, pelas subélgebras
sl(i,7) para 1 < 4,5 < n,i # j entado, basta demonstrar que sl(,5) C Sat (T").
Suponhamos que os autovalores de B sdo os niimeros reais by, ba, ..., b, e que by <
by < ... < by. Para cada par de inteiros (¢,j) com 1 <¢,j <n,i# j, seja A;; =
b; — bj e A= {Aij :1<4,5 < ’I’L} Como Aij = —Aji entao A é simétrico. Além
disso, a correspondéncia (i,j) —— A;; estabelece uma corespondéncia bijetora
entre o conjunto Z, = {(i,7) : 1 < 4,5 < n,i # j} e A. Para cada (p,q) € Z, seja

Ve — @ Eij.

[Aji|>]Apq]

Vamos mostrar que V®9 C Sat (T') e entdo, pela Proposicao 2.5, Lie (V(p’q)) C
Sat (T') e, desde que sl(p,q) C Lie (V»9)) seguira que sl(p,q) C Sat(I'). Para
provar que V9 < Sat(I') usaremos inducdo no conjunto dos elementos po-
sitivos de A. Primeiramente mostraremos que V(Y < Sat(T'). Temos que
lim,, oo AE"8 = +B. Logo +B € Sat(T). Pelo Teorema 2.5, como A € T' e

n

et2dB Sat (T') C Sat ('), temos que e!2B A € Sat (I') para todo t € R e entdo,

A, =e PUAePY € Sat (T) Vv €R.
Desde que Sat (T") é cone positivo fechado

lim e~ 4"V A, € Sat (T).

vV—00
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Agora, A = @ijl a;; E;; implica que

n
—Bv Bv —Bwv Bv
AU = € Ae = @ Qi€ Eije
ij=1

n n n
— @ a/i_j @e_bkkak l;/vl‘7 @e—bl’uE”
k=1

ij=1 =1

n n
= @ aije_b"’”Eij @e_AWE”
=1

ij=1

n
= P ayye MM Ey
i.j=1

n
— )\i7>\’ v
p— @ a;je ( i) Eij
1,7=1

n
AU = @ a,-jefA”’”Eij.
ij=1

Portanto,

n
—Ap1v _ —Ap1v ,—Av
e nl A’U — @ aije nlVe ij EZ]

4,j=1

n
_ @ aije—(Am +Aij)UEij_

ij=1

Mas Ap1 + Aj; = b, — b1 +b; —b; > 0, é nulo se, e somente se, n =i e j = 1.
Portanto
lim e 2"1YA, = A, B,y € Sat (D).

vV—00
Um argumento anélogo aplicado ao limite

lim e®"1vA,
v—too

mostra que Ay, F1, € Sat(T'). Portanto o cone positivo C' gerado por Ay, Fi,
juntamente com A1 E,; esta contido em Sat (I'). Pela hipotese (ii) temos an1a1, <
0 e portanto, pelo Lema 3.1}, Sat (C') = sl (1,n). Como C' C Sat (') entdo sl (1,n) C
Sat (C). Desde que vl ¢ sl (1,n) temos que a hipotese de indugao ocorre para
o elemento maximal de A. Assumamos agora que a afirmagao ocorra para todos
os pares (i,7) € Z, tal que |A;;| > |Apql. Seja

Alm = max {Aij : AL] < |qu|}
E claro que [ > m pois A é simétrico. Precisamos mostrar que

V&M  Sat (T)
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Vamos analizar dois casos:

Caso I: [ < n.

Neste caso, pela maximalidade de Ay, temos que A1y, = |Apy| e entdo pela
hipstese de indugdo V(+1™) C Sat (I'). Desde que sl (I + 1,m) C Lie (V{+1m))
segue que sl (I +1,m) C Sat(I'). Assumamos inicialmente que Agi1y > [Apy,l.
Neste caso, nossa hipotese de indugao e um argumento anélogo ao usado acima
garantem que sl (I 4+ 1,1) C Sat(['). Se X € sl(I+1,]) ese g € SL(I+1,m)
entdo, pela Proposicio 2.5, Y = g1 Xg € Sat (I'). Queremos escolher X e g tais
que YmiYim < 0. Se

X =zap1Eusy + Tigry Eigs

9= aEmm + BEna1) + YEerym + 0By + Idasym com ad — By =1
entdo, através de calculos diretos obtemos que
Yim = VYT1041) € Ymu = —BTaq1)-
Pelo Lema 3.2 podemos escolher X e g tais que
Y2141 BT 41y < 0.
Denotemos a projecao de gl (n,R) em V®9 por P9 e tomemos
A —y — pa) (y)
E claro que A(™H ¢ Sat (') e adicionalmente:
1. (a(m’l))ij — (a(m’l))ji = 0 para (i,7) € Zy, tal que |A;;] = |Apyl;

2. (a(m’l))lm (a(m’l))ml < 0.

Agora, A™D ¢ Sat(T) e B € E(T') logo e BvAMDeBY ¢ Sat (T) e dai
e~ Aimv (emBvAMDeBY) € Sat (T') Vo € R.
Como e~ BvA(mD By — ((a(mvl))ij e(*bi“’f)”) ~ temos
ij

o= Bimv (e—BvA(m,l)er) _ ((a(m,l)) e(bm—bl)—(bi—bj)v>
ij

Observemos que

ij

lim e(®m—

vV—00

by)—(bi—bj)v _ 0 se (bm — bl) — (bz — bJ) <0
1 se (bm —bl) — (bl —bj) > 0,

pois para (b, — b)) — (b; — b;) > 0 temos (b, —b;) > (b —b;) dai 0 < by — by, <
b; — b; portanto, |Ay,| < |Aj;| e pela definicao de A, temos que |Aj;| > [Ayq| €
dai por (1) ocorre (a(m’l))ij = (a(m’l))ji =0 . Portanto

lim e~Atm? (e_B”A(m’Z)eB”> = (a(ml))l B,

V—00 m
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Analogamente,

Uhnolo e*AmlU (evaA(m,l)er> _ (a(m,l)> lEml-

Portanto, (a(m’l))lm Eim, (a(m’l))ml E,,; € Sat (I'). Pelo lema 3.1l e por (2) segue

que sl (l,m) C Sat (I'). Pela definicao de 4A;,, sabemos que se |A;;| > |A;n| entéo
J

|A;j] = |Apg| e dai, pela hipotese de indugdo, V(9) C Sat (T'). Assim

Vvm) < Sat (T).

Vamos agora considerar o caso em que Agp1y < |Ap|. Como antes, seja pPa)
a aplicacao projecao em VP9, Seja X = A — P9 (A). Como VP9  Sat (')
entao, pela hipotese do teorema Xj;41) # 0 e X431y # 0. Novamente vamos
escolher um elemento g € SL (I + 1,m) tal que Y = g~ Xg satisfaga Y;,,;Yim < 0.
Como no caso anterior seja g dado por a, 3, e d tais que ad — By = 1. Temos que

Yim = OZim + YLI(1+1)
Ymi = 0Tmi — BTq1n

desde que ’acl(lﬂ) ’ + }x(l+1)l‘ # 0 podemos aplicar o Lema 3.2 para obtermos «, 3,y
e d com ad — By =1 tais que Ypyim < 0. Para uma tal escolha seja

AmlD) — x _ p@a) (X)
Desde que X e —P®9) (X) € Sat (T') entdao A™V € Sat (') e dai A(™! satisfaz
L. (a(m’l))ij = 0se [Ajj| = |Apqg]
2. (am),,, ™)
Dai, seguindo exatamente o roteiro do caso anterior concluimos que

Vb < Sat ().

< 0.

lm

Caso II: | = n.

Nesse caso podemos supor m > 1 pois ja mostramos que V(1™ < Sat (T'). Em
vista da ordem usada segue que Aji,—1) = [A,,]. Entdo ym=1  Sat(T) e
portanto sl (I,m — 1) C Sat (T"). Repetindo entdo o argumento do caso I, com as
mesmas escolhas, obteremos que V(™! C Sat (T'). Portanto V(7 C Sat (') para
todo (%,j) € Z,, e isto completa a demonstracao do teorema. O

As hipoteses do Teorema 3.3 sao conhecidas na literatura como condigoes de
Jurdjevic-Kupka para a controlabilidade de um sistema bilinear. Estas condigoes
sao suficientes mas nao necessarias para a controlabilidade. Na verdade, as condigoes
de Jurdjevic-Kupka fornecem uma familia de exemplos de sistemas bilineares em
5[ (n,R) que sdo controlaveis. Por exemplo, se

»=(53)
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¢ um elemento nao nulo de sl(2;R) e

ail a
A— 11 Q12
Q21 @22

entdo, caso ajsas; < 0 o sistema & = Ax + pBx é controlavel.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.
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