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Algumas propriedades de fungées pluriharmoénicas !

Ludmila Bourchtein, Andrei Bourchtein

ABSTRACT: Neste artigo sdo analisadas fung¢bes harmonicas e pluriharmoénicas
no espago complexo n-dimensional e a ligacao entre elas. Utilizando os conceitos
de fungdes C- e R-lineares, C- e R-diferenciaveis, sdo demonstradas algumas pro-
priedades de fun¢oes pluriharmoénicas.
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1. Introdugao

Uma funcdo de duas variaveis reais u(z,y) que possui as derivadas parciais
continuas de segunda ordem numa regiao D no plano é chamada harmoénica em D
se em qualquer ponto dessa regiao ela satisfaz & equagao de Laplace:

Pu | Pu _

Au=— =0.
b 8x2+8y2 0

Como é conhecido [3,9], as potenciais dos campos vetoriais importantes, consid-
erados em fisica, sdo fungdes reais harmonicas de duas (ou trés) variaveis reais e
vice-versa. Sabemos que uma fungao real harmonica de duas variaveis reais € ligada
fortemente com alguma fungao holomorfa de uma variavel complexa. Por exemplo,
uma fungao real harménica de duas variaveis reais numa regiao D simplesmente
conexa é a parte real (ou imaginaria) de alguma fungéo complexa f(z), holomorfa
em D [2,10]; a partir da fungdo real harmonica de duas variaveis reais numa regido
D simplesmente conexa podemos reconstruir (com precisdo de uma constante) a
func¢ao complexa f(z), holomorfa em D, de tal maneira que a fungdo harmonica
dada é a parte real (ou imaginaria) de f(2).

A fungao harmoénica de n variaveis reais se define do mesmo modo da fungao de
duas variaveis: é a funcao u (x1, ..., T, ) que possui as derivadas parciais continuas de
segunda ordem numa regiao D C R™ e satisfaz nessa regiao a equagao de Laplace:

"L 9%u
k=1
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Ao mesmo tempo, se considerarmos as fungdes holomorfas de n (n>1) variaveis
complexas f(z) = f(z1,..,2n), 2k = Tk + 1Yk, Tk, yp € R, Vb =1,2,....n , € as
fungoes harmonicas de 2n varidveis reais entao a situagao nao é a mesma como para
o caso da fungdo holomorfa de uma variavel complexa f(z) e a fun¢do harmonica
de duas varidveis reais. Entretanto, se considerarmos as fung¢oes pluriharmoénicas
em vez de harmonicas, certas propriedades validas para n=1 podem ser restitui-
das. Por exemplo, a parte real e imaginaria de uma fungao holomorfa numa regiao
D C C™ sao fungdes pluriharmonicas nessa regidao; se uma fungdo real u(z) é
pluriharménica numa vizinhanca do ponto 20 € C™ | entdo existe a funcio com-
plexa f(z) , holomorfa no ponto 2° | cuja parte real (ou imaginaria) é igual a
u (z) . Podemos mencionar, também, que o teorema de Liouville e o principio de
méximo sao validos para fungoes pluriharmonicas. Devido as suas propriedades,
as fungoes pluriharmonicas sao utilizadas em vérias aplicagoes fisicas e matemati-
cas, tais como, teoria de pluripoténcias, teoria geral da relatividade, problemas
da mecénica quantica, teoria de equacgoes diferenciais parciais, geometria pseudo-
Hermitiana e outras [1,4,5,6,7,13].

Na parte restante dessa introdugao relembramos algumas definigoes e resul-
tados sobre funcoes C- e R-lineares, C- e R-diferenciaveis no espago C" ;| cujas
propriedades serao utilizadas na analise de fungoes pluriharmonicas.

Definigao 1.1. O espago cujos pontos sdo conjuntos ordenados de n ntimeros com-
plexos z = (z1, 22, ..., 2, ) € chamado o espago complexo n-dimensional e é denotado
por C™.

Como z, = xk + Yk = T + 1Tntk, k=1,2,...,n, entdo os pontos do espago com-
plexo n-dimensional C™ sao os pontos do espago real euclidiano 2n-dimensional
R?". No espaco C™ sdo introduzidas a adicdo e a multiplicacdo por niimero com-
plexo [2,12]:

D) z4w=(z14wi, ..., z2n +wyn), Vz,w € C", 2=(21,...,2n), w=(w1,...,wy); 2)
Az = (Az1,..,Azn), V2 € C™, YA € C,

isto é, C™ tem estrutura do espago vetorial.
Em C™ pode ser definido o produto escalar de Hermite[12]:

(z,w) = Z 2 Wk (1)
k=1

para todos zw € C™, z = (21, ..., 2n), w = (w1, ..., wy). Utilizando a representagao
dos niimeros complexos na forma zy =z + 1Tn4k, W =Uk + Wntk, k=1,2,...,7,
temos de (1)

2n n
(z,w) = Z Tpug + 1 Z (TpakUl — TpUpik) (2)
k=1 k=1

De (1) e (2) segue que

n
(z,2) =Y ai =) |al* = |2,
k=1

k=1
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Esta ¢ a norma euclidiana que coincide com a norma do vetor z no espaco R?"
[2,10].
Definigao 1.2. A fungao I: C™ — C & chamada C-linear (R-linear) se:
a) L (2 +2")=1(2)+1("), V', 2" e C™
b) I (Az) = Al (2), Vze C"eVA e C (VA ER).

Afirmacao 1.1. [12]. 1. Uma fungéo I(z) é C-linear se, e somente se, essa funcao
tem a forma

1) = a, 3)
k=1

onde ai € C, k= 1,2,...,n sao alguns nameros complexos.
2. Uma fungao I(z) é R-linear se, e somente se, ela é representada na forma

n

l (Z) = Z (akzk + bkzk) R (4)

k=1

onde ay, by, k=1,2,...,n sao alguns nimeros complexos.
Afirmagao 1.2. [12]. Uma fungao R-linear é a fungdo C-linear se, e somente se

l(iz) =il (z), Vze O™ (5)

Defini¢ao 1.3. [12]. Seja U vizinhanga do ponto z € C™ A fungéo f: U — C é
chamada C-diferenciavel (R-diferenciavel) no ponto z, se

fz+h) =) +1(h)+o(h), (6)

onde ! é alguma funcao C-linear (R-linear) e % — 0 quando h — 0. Com isso a

funcao [ é chamada a diferencial da funcao f no ponto z e é denotada df.
Colocamos h = dz = (dz1, ...,dzy,) , dzi = dxk +idyg, k=1,2,...,n. No caso
geral da fungao R-diferencidvel podemos escrever a diferencial df na forma

— (Of of
daf = —d —d .
d kz::l <5$k T o yk)
Passando as coordenadas complexas, temos

df22(£d2k+§£d7k>, (7)
k=1

onde

Ozy Zayk ’

of 1[af of\ of 1[of . of
(o i) 75 =3 (

Introduzindo os simbolos
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podemos reescrever a expressao (7) na forma
df =of + 9f. (10)

Afirmacao 1.3. [12]. Uma fungdo f R-diferencidvel num ponto z € C™ é C-
diferenciével neste ponto se, e somente se, é valida a condigao

f =0 (11)

Utilizando as denotagoes (8) e (9) podemos reescrever a condigao (11) da funcao
(-diferenciavel na forma

= " Of I~ /0f . Of _
= — == — i =0. 12
of Zazkdzk 22(&%“8% dzp =0 (12)
k=1 k=1

Como a igualdade (12) é valida para qualquer vetor h = dz € C™, h # 0, entao de
(12), temos [8,14]

of 1 (of of
<3l‘k Oy

L (==L 4 ) = Vk=1,2,...,n. 1
azk 5 +1 ) 0, gy ey T (3)

Denotando f = u+iv, reescrevemos as igualdades (13) na forma

aof . of ou  Ov [ Ou  Ov
—J (== _ == -4+ — | = k=1,2,..
oxy +zayk (@xk 8%) ! <ayk + 8xk> 0. ¥ ot

donde
ou_bu  Bu__oe o,
Ox, Oy Oy Oxy,
As igualdades (14) representam as condigoes de Cauchy-Riemann da fungao C-
diferenciavel num ponto. Notamos que para n>1 o sistema (14) é sobredeterminado.
Defini¢ao 1.4. Uma fungao f é chamada holomorfa num ponto z € C" se ela é
(C-diferenciavel numa vizinhanca deste ponto.
Observagao 1.1. Seja a funcao f = u+iv holomorfa num ponto z € C™; entao a
funcdo f = u — iv é R-diferenciavel numa vizinhanca deste ponto e da condicoes
(13) temos

n. (14)

_ (91 _ _
- (621) =0, Vk=1,2,...,n. (15)

of _1(of _of
8Zk 2 61‘k ayk
Tais fun¢des f sdo chamadas antiholomorfas no ponto z.

2. Fungoes pluriharmonicas

Seja a fungao f = wu+iw holomorfa num ponto z € C™; como ¢é conhecido,
u:% (f + f) Segundo a observagao 1.1 e utilizando as igualdades (15), temos

ou 10f

— = k=12 ..,n 16
azk 282]67 e 3n ( )
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As derivadas parciais da fun¢éo holomorfa também séo fungées holomorfas [2,12];
aplicando as igualdades (13) as fungoes %, m=1,2,...,n, e usando as igualdades
(16), temos

0%u 0 ( Ou 10 [0f
m - gh <azm> = Egk <azm> = 0, Vk,m = 1,2,...,TL. (17)

9%u
02m OZ

o090 1o (0o ,O0N_10 (09 0,
0%k 02, 20%, \ 0T  Oym ) 40z \ Oz, 8ym

GO0 9N L PN i
4 Oy, \ Oxp, OYm ) 4 \0x0Tm  OYrOym 4 \ 0x Oy OymOxy

vemos que as condigoes (17) se desintegram em n? equacdes com as derivadas
parciais de segunda ordem:

Separando as partes real e imaginaria do operador
(8)

e usando as denotagoes

0%y 9%u 9%y 0%y

— _ = k,m=1,2..,n. (1
axkﬁxm+8yk8ym 0 01, 0Yym 0Ty Oyp, 0, Vkm=12..n. (18)

Se usarmos os operadores (9) 0 e O, entdo podemos reescrever o sistema das
equagoes (17), equivalente ao sistema (18), na forma de uma equagao

00u = 0. (19)

Defini¢ao 2.1.[12]. Seja D uma regiao no espago C™ Uma fungéo u(z1, ..., z,), que
possui as derivadas parciais continuas de segunda ordem na regiao D, é chamada
pluriharmonica em D, se em qualquer ponto dessa regiao ela satisfaz a condigao
(19) (ou aos equivalentes sistemas (17) ou (18)).

Consideremos o sistema das equagoes (18). Escolhendo as primeiras dessas
equagoes com indices m=k, somando para todos k=1,2,...,n e lembrando que z =
Tk + Yk = T +1Tntk, Yk =1,2,...,n, temos

; (6% ayk) Z amk -0

isto é, qualquer fun¢do pluriharmonica é harmoénica também. Notamos que a afir-
magao inversa nem sempre ¢é verdadeira. Realmente, a fungao
u(z) = x1xay1y2, 2 = (21,22), 21 = X1 + iy1, 22 = X2 + iys ¢ harmodnica em
todo espaco complexo C?, mas ela ndo é pluriharmonica em qualquer regido deste
espaco. Um outro exemplo simples ¢ a funcio u (z) = 22 — 22 + y? — y2.

Daqui temos que o conjunto das fungoes pluriharmonicas é um subconjunto das
fungoes harmoénicas no espaco C™ ou numa regiao deste espaco.

Afirmagdo 2.1. Seja D uma regido em C™. Assuma que a fungdo u(z) =
u (21, ..., 2n) possui as derivadas parciais continuas de segunda ordem em D. Seja
G, = {C €eC:2+wCe D}, onde w € C™ é algum vetor nao nulo no espago C™
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e 29 € C™ ¢ algum ponto fixo deste espaco. A funcio u(z) é pluriharmoénica na
regido D se, e somente se, a sua restricdo para qualquer reta complexa z = 2° +w(
é uma fungao harmonica no conjunto G, .

Demonstragao: Antes de tudo notamos que G, Yw € C™, w # 0 , é alguma
regiao no plano complexo C. Realmente, o conjunto G, é aberto porque pela con-
strugdo ele é a pré-imagem continua da regido D C C™ [11]. Provaremos agora
que a funcio z = 2% + w( estabelece a correspondéncia biunivoca entre os pontos
dos conjuntos G, C C e D C C™. Realmente, para V{ € G, corresponde um
dnico ponto z € D. Por outro lado, se existem os pontos (1,(s € G, tais que
2 =294+ w(, 2" =204 w( e 2’ =2", entdo temos que (; = (s , isto &, para Vz € D
corresponde um unico ponto ( € G, . Entao existe a transformagao inversa que
também ¢é continua e por isso transforma a regido D num conjunto conexo [11].
Assim, temos que o conjunto G, é aberto e conexo, isto é, G, é uma regidao no
plano complexo.

Consideremos qualquer reta complexa em C™ [12]: z2=20 +w(, w € C", w # 0,
e a restricdo de uma fungéo u(z) nessa reta, isto €, consideremos a fungao de uma
variavel complexa na regiao G,,:

h(¢)=u("+w(), (€QG..
Introduzimos as denotagoes
z2=(21,,2n); W= (w1,.,wn); C=E&+in.
Entao, temos
2 =2y +wpl, Zx=Zo+wpl, Vk=1,2,....,n.

Calculamos as derivadas parciais de segunda ordem da fungdo h (¢) em qualquer
ponto da regiao G, :

oh 2 ou 0z, Ou 0z \ - ou Ou _ '\
P _Z<8zk o¢ | oz, ag) _Z(azk“’” azk“”“)’

k=1 k=1
Oh O~ Ou 0z, Ou 0z~ ( Ou ou _ '\
o ; <82k an oz on ) - ; (azk“‘”“ azk“”“) ’
0%h = 0%u 0%u 0%u
g2 _ g 09— 2 T+ —— T | : 9
o¢2 k%;l (azkazm‘*’k‘*’m Tz, CEem azkazm”’““’m) (20

0%h " o%u o%u N Pu
o= 2 (‘azkazm”k“’m 2, ‘”’““’m) 21

Somando (20) e (21), temos

92h  9%h " 9
Oh Oh g T T 22
22 T o kél 0207, F (22)
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Demonstragao: Demonstraremos agora nossa afirmagao 2.1. Se a fungao u(z)

¢ pluriharmonica na regidao D, entdo, da condi¢dao (17), temos que azakf%m =0,
Vk,m = 1,2,....,n em cada ponto da regido D. Portanto, da igualdade (22) segue

que gz’; + ging =0 em cada ponto da regido G, isto é, a fungao h ({)=u (zo + w()
é harménica na regiao G, C C para qualquer vetor fixo w € C", w # 0.
Por outro lado, se a funcdo h({) = u (zo + wC) ¢ harmoénica na regiao

G, CC, entao da igualdade (22), temos

" 0%u
— Wy, = 0. 23
km2:1 021 0Zm o )

Como a condigao (23) é valida para todos nimeros complexos wg, k = 1,2,...,n,
nao iguais a zero simultaneamente (Vw € C™ w # 0), entao de (23) segue que
8;,328% =0, Vk,m = 1,2,...,n, em cada ponto da regiao D [8,14], portanto, a

fungao u(z) é pluriharménica na regido D.

Afirmacao 2.2. Uma funcdo u(z), z € C™, 4 (0) = 0, que possui as derivadas
parciais continuas de segunda ordem, é funcao R-linear se, e somente se, a sua
restrigao para qualquer plano real bidimensional em C™ é uma fungao harmonica.
Demonstracao: Um plano real bidimensional em C™ tem a forma

z=2"4+wC+ ¢,

onde z° ¢ um ponto fixo no espaco C", w, w’ € C™ sdo vetores nao nulos simulta-
neamente e ( € C [12]. Como na afirmagdo 2.1 introduzimos a fungdo
9(¢) = u(2°+w(+w'() de uma variével complexa ( = ¢ + in e as denotagdes
w=(w1,.ywn), W =(W,...,w); a fungdo g(¢) é a restricdo da fungdo u(z) no
plano real bidimensional. Calculamos as derivadas parciais de segunda ordem da
funcao g (¢) :
0 "/ Ou Ju —
ailz = Z (aZk ((Uk +(U;€) + 87216 (Wk+wlk)> )

k=1

by NS(Du N
an—lg(a% (iwk zwk)—l—%k( zwk—&—zwk) :

%9 & 0%u , 0%u S—
852: {azkaz (wi +Wl/e) (meFWm)JFZaZk% (WkJrW;c) (merwlm)Jr
-1 m m
8%u — _
gy BT @+ )], 2
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829_ - P u ’ / > u I (— —
W_k%;l [_ EY (Wi — wi) (Wm —wy,) + QW (wr — wy,) (Wm —w m) -
0? _ _

—MTUE (@ = &k) (@m = 'm) | - (25)

Somando as igualdades (24) e (25), temos

0%g 0% - 0%u 0%u — 0%u —
- J — 7 -4 - - / - 7 Do, / /m T /m .
262 " a2 Z(@zkazm Okt g (W T W m ) o B )

k,m=1

(26)
A necessidade da afirmagao 2.2 é 6bvia. Realmente, se u(z) é uma fungao R-linear,
entdo pela formula (4), temos

n

U (Z) = Z (akzk + bkfk) .

k=1
Entao,
2 2 2
a%,,, o, 828”;” _0, 6;25;7” =0, Vk,m=1,2,..,n,
e de (26), segue que ) 5
%g + gni =0,

isto é, a fungdo g (¢) é harmonica.

Consideremos agora a suficiéncia da afirmacdo 2.2. Seja a fungao
g Q) :u( ZO—I—wC—i—w’Z) harmonica para todos vetores w, w’ € C™ nao nulos simul-
taneamente. Entao da igualdade (26) temos

n o9%u , 92 — 5 .
0202 Bz, m) + oo Wkw'm | = 0. (27
ké:ﬂ (6'3’“8'% T (1&m + i) + 02,07 ) 0. (27)

Notamos que a igualdade (27) é valida para qualquer plano real bidimensional, isto
é, para todos vetores w, w’ € C™ nao nulos simultaneamente. Particularmente,
escolhendo os vetores w e w’ de seguinte modo: w = (w1, ...,wy), onde wi = 1,
wm =1, w; =0, VI # k,m (aqui estd incluido também o caso quando k = m);
w' =0, isto é, w, =0, Yk = 1,2, ..., n, obtemos da igualdade (27)

0%u

_— = k =1,2,....n. 2
R 0, Vk,m .2, (28)

Levando em consideragdo (28), a igualdade (27) recebe a forma

- 0u , 0%u —
S (o G | = 0. 2
k,m=1 <azkazm m - 8216827% Ry > ( 9)
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Escolhemos os vetores w = (w1, ...,wy ), w' = (w],...,w,,) de seguinte modo: primeira
vez tomamos wy = 1, wy, =0, Vm # k; w), =1, w, =0, VE#m (Vk,m=1,2,...,n)
e entao obtemos de (29)

0%u N 0%u
02,0%m 0Z1,0Zm,

=0, Vk,m=1,2,...,n; (30)

segunda vez tomando wy, = 1, wy,, =0, Vm # k; w), = 4w}, = 0,Vk # m, temos
de (29)
0%u 0%u
021,02y  0Z10Zpm,

-0, Vk,m=1,2,....n. (31)
Das igualdades (30) e (31) obtemos seguintes condi¢bes para funcado

u(z) = u(z1,..., 2n) (lembramos também as igualdades (28)):

Pu Pu 0%u
021,02, S 021,0Zm, 7 0Z1L0Zm,

=0, Vk,m=1,2,...,n. (32)

Das condigoes (32) e da condi¢ao u(0) = 0 segue que a func¢do u é uma fungdo
linear em relagao as variaveis zx e zg, Vk = 1,2, ..., n:

n

u(z) =Y (arzk + brZe)

k=1

isto é, u(z) é uma fungdo R-linear.
Observagao 2.1. Seja D uma regido no espago C™; consideremos um plano com-
plexo m-dimensional em C™ (m < n)

=22 4w WG+ W,

onde wl, ...,w™ sdo alguns vetores fixos linearmente independentes no espaco C" e
¢=(¢,-.., Gm) € um pardmetro complexo m-dimensional. Denotamos por

B:{VCGC’m:z:zo+w1C1+...+memED}.

Raciocinando analogamente como na afirmacao 2.1, podemos obter a seguinte
afirmagao.
Afirmacao 2.3. Uma fungdo u(z), que possui as derivadas parciais continuas de
segunda ordem numa regiao D C C", é pluriharménica na regiao D se, e somente
se, a sua restri¢do a qualquer plano complexo m-dimensional (m<n) é uma fungao
pluriharmoénica no conjunto B.
Demonstragao: Antes de tudo notamos que o conjunto B, como a pré-imagem
continua da regidgo D C C™, é um conjunto aberto [11]. Consideremos neste con-
junto a fungdo de m variaveis complexas ((m < n )

h(Q)=h(C,yCm) =u (0 +w' G+’ + ... w™Cn) (33)
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onde w’ = (w{7 e ,wfl) e C",j=1,..,m . Calculamos as derivadas parciais de

segunda ordem dessa fungao h (¢) em qualquer ponto do conjunto B:

0%h = 0%u
— = wPwl Np,g=1,2,....,m. (34)
8@,3(,1 w,v=1 02, 0%, s
Se a fungdo u(z) é pluriharménica na regido D, entdo da definicdo segue que
2 2
82,6“2“ = 0,Vv,u = 1,2,...,n . Portanto, de (34) temos Biahfq = 0,Yp,q =

1,2,...,m , isto &, a fungdo h (¢) é pluriharmonica no conjunto B.
Por outro lado, se a fungdo (33) é pluriharmonica no conjunto B , entdo em
qualquer ponto desse conjunto temos

- 0%u p=q
57 55 W = 0, Vp,g=1,2,...,m. (35)
=1 vUzy

Lembramos que as igualdades (35) sdo validas para quaisquer vetores linearmente

independentes w?, ...,w™ € C™ . Por isso, obtemos de (35) que 826287% =0,Vv,u =
vOZy

1,2,...,n em qualquer ponto da regidao D C C™ | isto &, a fungao u(z) é plurihar-
monica na regiao D.
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