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Algumas propriedades de funções pluriharmônicas 1

Ludmila Bourchtein, Andrei Bourchtein

abstract: Neste artigo são analisadas funções harmônicas e pluriharmônicas
no espaço complexo n-dimensional e a ligação entre elas. Utilizando os conceitos
de funções C - e R-lineares, C - e R-diferenciáveis, são demonstradas algumas pro-
priedades de funções pluriharmônicas.
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1. Introdução

Uma função de duas variáveis reais u(x,y) que possui as derivadas parciais
contínuas de segunda ordem numa região D no plano é chamada harmônica em D
se em qualquer ponto dessa região ela satisfaz à equação de Laplace:

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 .

Como é conhecido [3,9], as potenciais dos campos vetoriais importantes, consid-
erados em física, são funções reais harmônicas de duas (ou três) variáveis reais e
vice-versa. Sabemos que uma função real harmônica de duas variáveis reais é ligada
fortemente com alguma função holomorfa de uma variável complexa. Por exemplo,
uma função real harmônica de duas variáveis reais numa região D simplesmente
conexa é a parte real (ou imaginária) de alguma função complexa f (z ), holomorfa
em D [2,10]; a partir da função real harmônica de duas variáveis reais numa região
D simplesmente conexa podemos reconstruir (com precisão de uma constante) a
função complexa f (z ), holomorfa em D, de tal maneira que a função harmônica
dada é a parte real (ou imaginária) de f (z ).

A função harmônica de n variáveis reais se define do mesmo modo da função de
duas variáveis: é a função u (x1, ..., xn) que possui as derivadas parciais contínuas de
segunda ordem numa região D ⊂ Rn e satisfaz nessa região à equação de Laplace:

∆u =
n∑

k=1

∂2u

∂x2
k

= 0.
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Ao mesmo tempo, se considerarmos as funções holomorfas de n (n>1) variáveis
complexas f (z) = f (z1, ..., zn) , zk = xk + iyk, xk, yk ∈ R, ∀k = 1, 2, ..., n , e as
funções harmônicas de 2n variáveis reais então a situação não é a mesma como para
o caso da função holomorfa de uma variável complexa f (z ) e a função harmônica
de duas variáveis reais. Entretanto, se considerarmos as funções pluriharmônicas
em vez de harmônicas, certas propriedades válidas para n=1 podem ser restituí-
das. Por exemplo, a parte real e imaginária de uma função holomorfa numa região
D ⊂ Cn são funções pluriharmônicas nessa região; se uma função real u (z) é
pluriharmônica numa vizinhança do ponto z0 ∈ Cn , então existe a função com-
plexa f (z) , holomorfa no ponto z0 , cuja parte real (ou imaginária) é igual a
u (z) . Podemos mencionar, também, que o teorema de Liouville e o princípio de
máximo são válidos para funções pluriharmônicas. Devido as suas propriedades,
as funções pluriharmônicas são utilizadas em várias aplicações físicas e matemáti-
cas, tais como, teoria de pluripotências, teoria geral da relatividade, problemas
da mecânica quântica, teoria de equações diferenciais parciais, geometria pseudo-
Hermitiana e outras [1,4,5,6,7,13].

Na parte restante dessa introdução relembramos algumas definições e resul-
tados sobre funções C - e R-lineares, C - e R-diferenciáveis no espaço Cn , cujas
propriedades serão utilizadas na análise de funções pluriharmônicas.
Definição 1.1. O espaço cujos pontos são conjuntos ordenados de n números com-
plexos z = (z1, z2, ..., zn) é chamado o espaço complexo n-dimensional e é denotado
por Cn.
Como zk = xk + iyk = xk + ixn+k, k = 1, 2, ..., n, então os pontos do espaço com-
plexo n-dimensional Cn são os pontos do espaço real euclidiano 2n-dimensional
R2n. No espaço Cn são introduzidas a adição e a multiplicação por número com-
plexo [2,12]:

1) z + w=(z1+w1, ..., zn + wn), ∀z, w ∈ Cn, z=(z1, ..., zn), w=(w1, ..., wn); 2)
λz = (λz1, ..., λzn) , ∀z ∈ Cn, ∀λ ∈ C,

isto é, Cn tem estrutura do espaço vetorial.
Em Cn pode ser definido o produto escalar de Hermite[12]:

(z, w) =
n∑

k=1

zkwk (1)

para todos z, w ∈ Cn, z = (z1, ..., zn), w = (w1, ..., wn). Utilizando a representação
dos números complexos na forma zk =xk + ixn+k, wk =uk + iun+k, k =1, 2, ..., n,
temos de (1)

(z, w) =
2n∑

k=1

xkuk + i

n∑

k=1

(xn+kuk − xkun+k) (2)

De (1) e (2) segue que

(z, z) =
2n∑

k=1

x2
k =

n∑

k=1

|zk|2 = |z|2 .



Funções Pluriharmônicas 147

Esta é a norma euclidiana que coincide com a norma do vetor z no espaço R2n

[2,10].
Definição 1.2. A função l : Cn → C é chamada C -linear (R-linear) se:

a) l (z′ + z′′) = l (z′) + l (z′′) , ∀z′, z′′ ∈ Cn;
b) l (λz) = λl (z) , ∀z ∈ Cn e ∀λ ∈ C (∀λ ∈ R).

Afirmação 1.1. [12]. 1. Uma função l(z) é C -linear se, e somente se, essa função
tem a forma

l (z) =
n∑

k=1

akzk, (3)

onde ak ∈ C, k = 1, 2, ..., n são alguns números complexos.
2. Uma função l(z ) é R-linear se, e somente se, ela é representada na forma

l (z) =
n∑

k=1

(akzk + bkzk) , (4)

onde ak, bk, k = 1, 2, ..., n são alguns números complexos.
Afirmação 1.2. [12]. Uma função R-linear é a função C -linear se, e somente se

l (iz) = il (z) , ∀z ∈ Cn. (5)

Definição 1.3. [12]. Seja U vizinhança do ponto z ∈Cn. A função f : U → C é
chamada C -diferenciável (R-diferenciável) no ponto z, se

f (z + h) = f (z) + l (h) + o (h) , (6)

onde l é alguma função C -linear (R-linear) e o(h)
|h| → 0 quando h → 0. Com isso a

função l é chamada a diferencial da função f no ponto z e é denotada df.
Colocamos h = dz = (dz1, ..., dzn) , dzk = dxk + idyk, k = 1, 2, ..., n . No caso

geral da função R-diferenciável podemos escrever a diferencial df na forma

df =
n∑

k=1

(
∂f

∂xk
dxk +

∂f

∂yk
dyk

)
.

Passando às coordenadas complexas, temos

df =
n∑

k=1

(
∂f

∂zk
dzk +

∂f

∂zk
dzk

)
, (7)

onde

∂f

∂zk
=

1
2

(
∂f

∂xk
− i

∂f

∂yk

)
,

∂f

∂zk
=

1
2

(
∂f

∂xk
+ i

∂f

∂yk

)
, k = 1, 2..., n. (8)

Introduzindo os símbolos

∂ =
n∑

k=1

∂

∂zk
dzk, ∂ =

n∑

k=1

∂

∂zk
dzk, (9)
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podemos reescrever a expressão (7) na forma

df = ∂f + ∂f. (10)

Afirmação 1.3. [12]. Uma função f R-diferenciável num ponto z ∈ Cn é C -
diferenciável neste ponto se, e somente se, é válida a condição

∂f = 0 (11)

Utilizando as denotações (8) e (9) podemos reescrever a condição (11) da função
C -diferenciável na forma

∂f =
n∑

k=1

∂f

∂zk
dzk =

1
2

n∑

k=1

(
∂f

∂xk
+ i

∂f

∂yk

)
dzk = 0. (12)

Como a igualdade (12) é válida para qualquer vetor h = dz ∈ Cn, h 6= 0, então de
(12), temos [8,14]

∂f

∂zk
=

1
2

(
∂f

∂xk
+ i

∂f

∂yk

)
= 0, ∀k = 1, 2, ..., n. (13)

Denotando f = u+iv, reescrevemos as igualdades (13) na forma

∂f

∂xk
+ i

∂f

∂yk
=

(
∂u

∂xk
− ∂v

∂yk

)
+ i

(
∂u

∂yk
+

∂v

∂xk

)
= 0 , ∀k = 1, 2, ..., n,

donde
∂u

∂xk
=

∂v

∂yk
,

∂u

∂yk
= − ∂v

∂xk
, k = 1, 2, ..., n. (14)

As igualdades (14) representam as condições de Cauchy-Riemann da função C -
diferenciável num ponto. Notamos que para n>1 o sistema (14) é sobredeterminado.
Definição 1.4. Uma função f é chamada holomorfa num ponto z ∈ Cn se ela é
C -diferenciável numa vizinhança deste ponto.
Observação 1.1. Seja a função f = u+iv holomorfa num ponto z ∈ Cn; então a
função f = u − iv é R-diferenciável numa vizinhança deste ponto e da condições
(13) temos

∂f

∂zk
=

1
2

(
∂f

∂xk
− i

∂f

∂yk

)
=

(
∂f

∂zk

)
= 0, ∀k = 1, 2, ..., n. (15)

Tais funções f são chamadas antiholomorfas no ponto z.

2. Funções pluriharmônicas

Seja a função f = u+iv holomorfa num ponto z ∈ Cn; como é conhecido,
u= 1

2

(
f + f

)
. Segundo a observação 1.1 e utilizando as igualdades (15), temos

∂u

∂zk
=

1
2

∂f

∂zk
, k = 1, 2, ..., n. (16)
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As derivadas parciais da função holomorfa também são funções holomorfas [2,12];
aplicando as igualdades (13) às funções ∂f

∂zm
, m = 1, 2, ..., n, e usando as igualdades

(16), temos

∂2u

∂zm∂zk
=

∂

∂zk

(
∂u

∂zm

)
=

1
2

∂

∂zk

(
∂f

∂zm

)
= 0, ∀k,m = 1, 2, ..., n. (17)

Separando as partes real e imaginária do operador ∂2u
∂zm∂zk

e usando as denotações
(8)

∂

∂zk

∂

∂zm
=

1
2

∂

∂zk

(
∂

∂xm
− i

∂

∂ym

)
=

1
4

∂

∂xk

(
∂

∂xm
− i

∂

∂ym

)
+

+
i
4

∂

∂yk

(
∂

∂xm
− i

∂

∂ym

)
=

1
4

(
∂2

∂xk∂xm
+

∂2

∂yk∂ym

)
+

i
4

(
∂2

∂xm∂yk
− ∂2

∂ym∂xk

)

vemos que as condições (17) se desintegram em n2 equações com as derivadas
parciais de segunda ordem:

∂2u

∂xk∂xm
+

∂2u

∂yk∂ym
= 0 ,

∂2u

∂xk∂ym
− ∂2u

∂xm∂yk
= 0 , ∀k, m = 1, 2, ..., n . (18)

Se usarmos os operadores (9) ∂ e ∂, então podemos reescrever o sistema das
equações (17), equivalente ao sistema (18), na forma de uma equação

∂∂u = 0. (19)

Definição 2.1.[12]. Seja D uma região no espaço Cn. Uma função u(z1, ..., zn), que
possui as derivadas parciais contínuas de segunda ordem na região D, é chamada
pluriharmônica em D, se em qualquer ponto dessa região ela satisfaz à condição
(19) (ou aos equivalentes sistemas (17) ou (18)).

Consideremos o sistema das equações (18). Escolhendo as primeiras dessas
equações com índices m=k, somando para todos k=1,2,...,n e lembrando que zk =
xk + iyk = xk + ixn+k, ∀k = 1, 2, ..., n, temos

n∑

k=1

(
∂2u

∂x2
k

+
∂2u

∂y2
k

)
=

2n∑

k=1

∂2u

∂x2
k

= 0,

isto é, qualquer função pluriharmônica é harmônica também. Notamos que a afir-
mação inversa nem sempre é verdadeira. Realmente, a função
u (z) = x1x2y1y2, z = (z1, z2), z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 é harmônica em
todo espaço complexo C2, mas ela não é pluriharmônica em qualquer região deste
espaço. Um outro exemplo simples é a função u (z) = x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2 .

Daqui temos que o conjunto das funções pluriharmônicas é um subconjunto das
funções harmônicas no espaço Cn ou numa região deste espaço.
Afirmação 2.1. Seja D uma região em Cn. Assuma que a função u (z) =
u (z1, ..., zn) possui as derivadas parciais contínuas de segunda ordem em D. Seja
Gω =

{
ζ ∈ C : z0 + ωζ ∈ D

}
, onde ω ∈ Cn é algum vetor não nulo no espaço Cn
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e z0 ∈ Cn é algum ponto fixo deste espaço. A função u(z) é pluriharmônica na
região D se, e somente se, a sua restrição para qualquer reta complexa z = z0 +ωζ
é uma função harmônica no conjunto Gω.
Demonstração: Antes de tudo notamos que Gω, ∀ω ∈ Cn, ω 6= 0 , é alguma
região no plano complexo C. Realmente, o conjunto Gω é aberto porque pela con-
strução ele é a pré-imagem contínua da região D ⊂ Cn [11]. Provaremos agora
que a função z = z0 + ωζ estabelece a correspondência biunívoca entre os pontos
dos conjuntos Gω ⊂ C e D ⊂ Cn. Realmente, para ∀ζ ∈ Gω corresponde um
único ponto z ∈ D. Por outro lado, se existem os pontos ζ1, ζ2 ∈ Gω tais que
z′=z0 + ωζ1, z′′=z0 + ωζ2 e z′=z′′, então temos que ζ1 = ζ2 , isto é, para ∀z ∈ D
corresponde um único ponto ζ ∈ Gω . Então existe a transformação inversa que
também é contínua e por isso transforma a região D num conjunto conexo [11].
Assim, temos que o conjunto Gω é aberto e conexo, isto é, Gω é uma região no
plano complexo.
Consideremos qualquer reta complexa em Cn [12]: z = z0 + ωζ , ω ∈ Cn, ω 6= 0,
e a restrição de uma função u(z ) nessa reta, isto é, consideremos a função de uma
variável complexa na região Gω:

h (ζ) = u
(
z0 + ωζ

)
, ζ ∈ Gω.

Introduzimos as denotações

z = (z1, ..., zn) ; ω = (ω1, ..., ωn) ; ζ = ξ + iη.

Então, temos

zk = z0
k + ωkζ, zk = z0

k + ωkζ, ∀k = 1, 2, ..., n.

Calculamos as derivadas parciais de segunda ordem da função h (ζ) em qualquer
ponto da região Gω:

∂h

∂ξ
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk

∂zk

∂ξ
+

∂u

∂zk

∂zk

∂ξ

)
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk
ωk +

∂u

∂zk
ωk

)
;

∂h

∂η
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk

∂zk

∂η
+

∂u

∂zk

∂zk

∂η

)
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk
iωk − ∂u

∂zk
iωk

)
;

∂2h

∂ξ2
=

n∑

k,m=1

(
∂2u

∂zk∂zm
ωkωm + 2

∂2u

∂zk∂zm
ωkωm +

∂2u

∂zk∂zm
ωkωm

)
; (20)

∂2h

∂η2
=

n∑

k,m=1

(
− ∂2u

∂zk∂zm
ωkωm + 2

∂2u

∂zk∂zm
ωkωm − ∂2u

∂zk∂zm
ωkωm

)
. (21)

Somando (20) e (21), temos

∂2h

∂ξ2
+

∂2h

∂η2
= 4

n∑

k,m=1

∂2u

∂zk∂zm
ωkωm. (22)
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Demonstração: Demonstraremos agora nossa afirmação 2.1. Se a função u(z )
é pluriharmônica na região D, então, da condição (17), temos que ∂2u

∂zk∂zm
= 0,

∀k, m = 1, 2, ..., n em cada ponto da região D. Portanto, da igualdade (22) segue
que ∂2h

∂ξ2 + ∂2h
∂η2 =0 em cada ponto da região Gω, isto é, a função h (ζ)=u

(
z0 + ωζ

)
é harmônica na região Gω ⊂ C para qualquer vetor fixo ω ∈ Cn, ω 6= 0.
Por outro lado, se a função h (ζ) = u

(
z0 + ωζ

)
é harmônica na região

Gω⊂C, então da igualdade (22), temos

n∑

k,m=1

∂2u

∂zk∂zm
ωkωm = 0. (23)

Como a condição (23) é válida para todos números complexos ωk, k = 1, 2, ..., n,
não iguais a zero simultaneamente (∀ω ∈ Cn, ω 6= 0), então de (23) segue que

∂2u
∂zk∂zm

= 0, ∀k, m = 1, 2, ..., n, em cada ponto da região D [8,14], portanto, a
função u(z ) é pluriharmônica na região D.
Afirmação 2.2. Uma função u (z) , z ∈ Cn, u (0) = 0, que possui as derivadas
parciais contínuas de segunda ordem, é função R-linear se, e somente se, a sua
restrição para qualquer plano real bidimensional em Cn é uma função harmônica.
Demonstração: Um plano real bidimensional em Cn tem a forma

z = z0 + ωζ + ω′ζ,

onde z0 é um ponto fixo no espaço Cn, ω, ω′ ∈ Cn são vetores não nulos simulta-
neamente e ζ ∈ C [12]. Como na afirmação 2.1 introduzimos a função
g (ζ) = u

(
z0 + ωζ + ω′ζ

)
de uma variável complexa ζ = ξ + iη e as denotações

ω = (ω1, ..., ωn) , ω′ = (ω′1, ..., ω
′
n); a função g (ζ) é a restrição da função u(z ) no

plano real bidimensional. Calculamos as derivadas parciais de segunda ordem da
função g (ζ) :

∂g

∂ξ
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk
(ωk + ω′k) +

∂u

∂zk

(
ωk + ω′k

))
;

∂g

∂η
=

n∑

k=1

(
∂u

∂zk
(iωk − iω′k) +

∂u

∂zk

(−iωk + iω′k
))

;

∂2g

∂ξ2
=

n∑

k,m=1

[
∂2u

∂zk∂zm
(ωk + ω′k) (ωm + ω′m) + 2

∂2u

∂zk∂zm
(ωk + ω′k)

(
ωm + ω′m

)
+

+
∂2u

∂zk∂zm

(
ωk + ω′k

) (
ωm + ω′m

)]
; (24)
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∂2g

∂η2
=

n∑

k,m=1

[
− ∂2u

∂zk∂zm
(ωk − ω′k) (ωm − ω′m) + 2

∂2u

∂zk∂zm
(ωk − ω′k)

(
ωm − ω′m

)−

− ∂2u

∂zk∂zm

(
ωk − ω′k

) (
ωm − ω′m

)]
. (25)

Somando as igualdades (24) e (25), temos

∂2g

∂ξ2
+

∂2g

∂η2
= 4

n∑

k,m=1

(
∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m+

∂2u

∂zk∂zm

(
ωkωm+ω′kω′m

)
+

∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m

)
.

(26)
A necessidade da afirmação 2.2 é óbvia. Realmente, se u(z ) é uma função R-linear,
então pela fórmula (4), temos

u (z) =
n∑

k=1

(akzk + bkzk) .

Então,

∂2u

∂zk∂zm
= 0,

∂2u

∂zk∂zm
= 0,

∂2u

∂zk∂zm
= 0, ∀k, m = 1, 2, ..., n,

e de (26), segue que
∂2g

∂ξ2
+

∂2g

∂η2
= 0,

isto é, a função g (ζ) é harmônica.
Consideremos agora a suficiência da afirmação 2.2. Seja a função
g (ζ)=u

(
z0+ωζ+ω′ζ

)
harmônica para todos vetores ω, ω′ ∈ Cn não nulos simul-

taneamente. Então da igualdade (26) temos

n∑

k,m=1

(
∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m +

∂2u

∂zk∂zm

(
ωkωm + ω′kω′m

)
+

∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m

)
= 0. (27)

Notamos que a igualdade (27) é válida para qualquer plano real bidimensional, isto
é, para todos vetores ω, ω′ ∈ Cn não nulos simultaneamente. Particularmente,
escolhendo os vetores ω e ω′ de seguinte modo: ω = (ω1, ..., ωn), onde ωk = 1,
ωm = 1, ωl = 0, ∀l 6= k, m (aqui está incluído também o caso quando k = m);
ω′ = 0, isto é, ω′k = 0, ∀k = 1, 2, ..., n, obtemos da igualdade (27)

∂2u

∂zk∂zm
= 0, ∀k,m = 1, 2, ..., n. (28)

Levando em consideração (28), a igualdade (27) recebe a forma

n∑

k,m=1

(
∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m +

∂2u

∂zk∂zm
ωkω′m

)
= 0. (29)



Funções Pluriharmônicas 153

Escolhemos os vetores ω = (ω1, ..., ωn) , ω′ = (ω′1, ..., ω
′
n) de seguinte modo: primeira

vez tomamos ωk = 1, ωm = 0, ∀m 6= k; ω′m = 1, ω′k = 0, ∀k 6= m (∀k, m = 1, 2, ..., n)
e então obtemos de (29)

∂2u

∂zk∂zm
+

∂2u

∂zk∂zm
= 0, ∀k, m = 1, 2, ..., n; (30)

segunda vez tomando ωk = 1, ωm = 0, ∀m 6= k; ω′m = i, ω′k = 0, ∀k 6= m, temos
de (29)

∂2u

∂zk∂zm
− ∂2u

∂zk∂zm
= 0, ∀k, m = 1, 2, ..., n. (31)

Das igualdades (30) e (31) obtemos seguintes condições para função
u (z) = u (z1, ..., zn) (lembramos também as igualdades (28)):

∂2u

∂zk∂zm
= 0,

∂2u

∂zk∂zm
= 0,

∂2u

∂zk∂zm
= 0, ∀k, m = 1, 2, ..., n. (32)

Das condições (32) e da condição u (0) = 0 segue que a função u é uma função
linear em relação as variáveis zk e zk, ∀k = 1, 2, ..., n:

u (z) =
n∑

k=1

(akzk + bkzk) ,

isto é, u(z ) é uma função R-linear.
Observação 2.1. Seja D uma região no espaço Cn; consideremos um plano com-
plexo m-dimensional em Cn (m < n)

z = z0 + ω1ζ1 + ω2ζ2 + ... + ωmζm,

onde ω1, ..., ωm são alguns vetores fixos linearmente independentes no espaço Cn e
ζ = (ζ1, ..., ζm) é um parâmetro complexo m-dimensional. Denotamos por

B =
{∀ζ ∈ Cm : z = z0 + ω1ζ1 + ... + ωmζm ∈ D

}
.

Raciocinando analogamente como na afirmação 2.1, podemos obter a seguinte
afirmação.
Afirmação 2.3. Uma função u(z ), que possui as derivadas parciais contínuas de
segunda ordem numa região D ⊂ Cn, é pluriharmônica na região D se, e somente
se, a sua restrição a qualquer plano complexo m-dimensional (m<n) é uma função
pluriharmônica no conjunto B.
Demonstração: Antes de tudo notamos que o conjunto B, como a pré-imagem
contínua da região D ⊂ Cn, é um conjunto aberto [11]. Consideremos neste con-
junto a função de m variáveis complexas ( m < n )

h (ζ) = h (ζ1, . . . , ζm) = u
(
z0 + ω1ζ1 + ω2ζ2 + . . . ωmζm

)
, (33)
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onde ωj =
(
ωj

1, . . . , ω
j
n

)
∈ Cn , j = 1, ...,m . Calculamos as derivadas parciais de

segunda ordem dessa função h (ζ) em qualquer ponto do conjunto B:

∂2h

∂ζp∂ζq

=
n∑

µ,ν=1

∂2u

∂zν∂zµ
ωp

νωq
µ, ∀p, q = 1, 2, ..., m. (34)

Se a função u(z ) é pluriharmônica na região D, então da definição segue que
∂2u

∂zν∂zµ
= 0, ∀ν, µ = 1, 2, ..., n . Portanto, de (34) temos ∂2h

∂ζp∂ζq

= 0,∀p, q =

1, 2, ..., m , isto é, a função h (ζ) é pluriharmônica no conjunto B.
Por outro lado, se a função (33) é pluriharmônica no conjunto B , então em

qualquer ponto desse conjunto temos

n∑
µ,ν=1

∂2u

∂zν∂zµ
ωp

νωq
µ = 0, ∀p, q = 1, 2, ...,m. (35)

Lembramos que as igualdades (35) são válidas para quaisquer vetores linearmente
independentes ω1, ..., ωm ∈ Cn . Por isso, obtemos de (35) que ∂2u

∂zν∂zµ
= 0,∀ν, µ =

1, 2, ..., n em qualquer ponto da região D ⊂ Cn , isto é, a função u(z ) é plurihar-
mônica na região D.
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