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O Teorema de Banach- Tarski

Luciano Panek

ABSTRACT: We will present in this work the curious and provocative Banach-
Tarski Theorem: subsets of the three-dimensional Euclidean space with non-empty
interior is part congruent, that is, one subset can be rearranged by isometries of
a finite number of parts of the other. The proof, here (a free translation from
Karl Stromberg’s text, American Mathematical Monthly, 1979), is elegant and of
elementary level, therefore accessible to the undergraduate student in Mathematics.
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1. Introdugao

Nestas notas apresentaremos o “paradoxal”’ teorema elaborado por Stefan Ba-
nach e Alfred Tarski' em 1924 (]4]). Os resultados necessarios para a prova do
teorema sao de autoria de Karl Stromberg (1979, [12]). Estes resultados foram
motivados pelo trabalho de A. M. Bruckner e Jack Ceder onde sao discutidos os
fenomenos de conjuntos ndo-mensuraveis ([3]). Acreditamos que a prova oferecida
por Karl Stromberg é acessivel aos estudantes de graduagao que ja tém conhe-
cimento prévio em teoria dos grupos (nada muito além da definigdo), nogoes de
conjuntos abertos, nogdes em teoria das matrizes (multiplicagdo, determinante),

2000 Mathematics Subject Classification: 04-01, 04A20

1 Notas Histéricas. Stefan Banach, juntamente com Norbert Wiener, deram contribuicoes
importantes no comeco da década de 1920-30 & origem da teoria moderna dos espagos vetoriais.
Banach introduziu o conceito de espagos normados em 1923, sendo os espagos normados completos
chamados de espagos de Banach. J4a o l6gico Alfred Tarski migrou da Alemanha para os Estados
Unidos na primavera de 1933 depois da ascensao de Hitler. Tarski, em 1948, no Massachusetts
Institute of Technology, estabeleceu um novo campo dedicado ao estudo do controle e comunicagao
em animais e maquinas ([1]).
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indugao finita e teoria dos conjuntos (relagbes com imagem inversa de fungoes,
relagao de equivaléncia).

Teorema de Banach-Tarski. Seja B (0;7) a bola fechada de centro 0 e raio v > 0
em R3, ou seja,

B(0;r) = {(z,y,2) e R® : 2® +¢* + 2% <r}.

Entao exite uma parti¢do finita de B (0;7) que depois de rearranjada forma duas
bolas fechadas idénticas a B (0;7).

Como disse Karl Stromberg em [12]:

“Isto parece ser patentemente falso, a menos que nos submetamos a
tola pratica de confundir os objetos “ideais” da geometria com os objetos
“reais” do mundo ao nosso redor. Certamente, parece uma tolice dizer
que uma bola de bilhar pode ser dividida em pedagos que podem ser
reajuntados de modo a formar uma estatua de Banach em tamanho
natural. Nos, é claro, nao fazemos tal afirmacao. Mesmo no mundo da

matemaética, este teorema é estonteante, embora verdadeiro”.?

2. A prova do Teorema de Banach-Tarski

Evidentemente, o teorema de Banach-Tarski é surpreendente e por este motivo
é esperado (e é) que sua prova nao seja imediata. Optamos entao por separar
os conceitos preliminares em trés segoOes iniciais, cada uma de acordo com uma
grande area de concentracdo da Matematica: a Analise, a Geometria e a Algebra.
As demais secoes sao dedicadas a demonstracao do teorema de Banach-Tarski.

2.1. EspAcos NORMADOS. Comegamos pela definicdo de métrica que exprime
nossa no¢ao intuitiva de distancia:

Definicao 1 Se E € um conjunto, diremos que uma func¢ao d: E X E — R € uma
métrica se verifica as sequintes propriedades:

(a) d(x,y) > 0 para todo x,y € E;

(b) d(xz,y) =0 se e sd sex=uy;

(¢) d(z,y) =d(y,z) para todo x,y € E;

(d) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) para todo x,y,z € E.

Um espago E junto com uma métrica d é chamado de espago métrico.

2 No original: “This seems to be patently false if we submit to the foolish practice of confusing
the “ideal” objects of geometry with the “real” objects of the world around us. It certainly does
seem to be folly to claim that a billiard ball can be chopped into pieces which can then be put
back together to form a life-size statue of Banach. We, of course, make no such claim. Even in
the world of mathematics, the theorem is astonishing, but true”.
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Definicao 2 Se E € um espaco vetorial sobre o corpo R, entdo uma funcio x €
E — ||z|| € R € chamada de norma se verifica as sequintes propriedades:

(a
(b

) |lz|| > 0 para todo = € E;
) ||lz]| = 0 se, e somente se, x = 0;

(o) ||Az|| = |A| ||z]] para todo A € R e x € E;
(d) [lz+yll < [zl + llyll para todo x,y € E.

Um espago vetorial E junto com uma norma ||-|| ¢ chamado de espaco normado.
Uma norma ||-|| no espago vetorial E define uma métrica canénica em E:

d(z,y) = [l -y

Se E for completo em relagao a métrica d (z,y) = ||x — y||, ou seja, toda seqiiéncia
de Cauchy® em E é convergente, entdo diremos que E é um espaco de Banach.
Sejam a € E e r > 0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto

Bg (a;r)={z € E: |z —al| <r}.
A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto

Bg(a;r)={z € E:|z—al <r}.
A esfera de centro a e raio r é o conjunto

Sg(a;r)={ze€E:|z—a|]=r}.

Sea=0er =1, escrevemos Bg, Bg e Sg em lugar de Bg (a;7), Bg (a;7) e
Sg (a; 1), respectivamente.

Um subconjunto X C E é limitado se X C Bg (0;7) para algum r > 0. O
interior de X, int (X), é definido como sendo o conjunto de todos os pontos z € X
tal que Bg (z;¢) C X para algum € > 0.

Exemplo 1 O exemplo que nos interessa € o espaco vetorial
R"™ :{JC: (615--'a§n):£17"'7£n ER}
com a soma e o produto por escalar usuais. Munimos R™ com a norma
2 2\1/2
lofl = (&1 +-- -+ &)
Com esta norma, R"™ torna-se um espaco de Banach. Também temos que

llly = 16l + -+ 1&nl

3 Uma seqiiéncia (z,,) em E é dita de Cauchy se para todo € > 0 existir um n, natural tal
que d (Tn,Tm) < € sempre que n,m > No.
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||1'||OO = max{\§1| P ‘§n|}
sao normas de R™, e R™ com qualquer uma das normas ||-||, ou [|-||, € espago de

Banach também. Na verdade as trés normas acima sao equivalentes, ou seja,

2]l < llll < llzlly <7l -

Observagdo 1 Para o restante do trabalho fixamos a norma ||-|| e a métrica in-
duzida d para R3.

O espaco normado R? estd munido com o produto interno®

(x| y) = a101 + aefa + azfs,

sendo x = (ay, as,a3) e y = (31, B2, 33) vetores de R3. Note agora que
]l = v/ (z | )

para todo x € R3, ou seja, a norma é induzida pelo produto interno (- | -).

Na teoria moderna dos espagos vetoriais, os espagos com produto interno que
sdo completos em relacdo a norma induzida® pelo produto interno sio chamados
de espacos de Hilbert. Sendo assim, R3 com o produto interno (- | -) é um espago
de Hilbert.

2.2. ISOMETRIAS DO ESPACO EUCLIDIANO. Por espaco euclidiano entendemos ser
o0 espaco vetorial real R™ munido com o produto internc®

(‘T‘y):alﬁl+~-'+anﬂna

sendo z = (aq,...,an) ey = (B1,..., ) vetores de R™.
Seja ¢ : R® — R™ um operador linear. Se considerarmos duas bases =
{v1,...,0n} e 8 ={u1,...,u,} de R" e escrevermos

o (v) =Y aiju;
i=1

4 BEm geral, uma funcio (-|-) : E x E — K (E espaco vetorial real ou complexo, K =R
ou C) é chamada de produto interno se: (x1+x2|y) = (z1 |y) + (z2 | y); Az |y) = Az | y);
(zly)=(y|z); (z|x)>0; (x|z)=0sees6sex=0.

Nem sempre é verdade que uma norma ||| ¢ induzida de um produto interno (por exemplo,
a norma ||-||; definida acima). No entanto, se vale a lei do paralelogramo em E,

2 2 2 2
lz+yl” + llz = ylI” = 2|l=[" + 2 lyll

para todo z,y € E, entao existe um produto interno no espago que induz a norma original.

6 Sejam E um espaco vetorial real ou complexo ¢ B : E x E — C uma aplicacio bilinear. Se
B (z,y) = B (y,z), entdao a aplicagdo B é chamada de simétrica e a geometria do espago (F, B)
é chamada de geometria ortogonal; se B (z,y) = —B (y,z), entdo a aplicacdo B é chamada de
simplética e a geometria (E, B) é chamada de geometria simplética; se B (xz,y) = B (y,x), entao a
aplicacdo B é chamada de Hermitiana e a geometria (F, B) é chamada de geometria Hermitiana.
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teremos a matriz [gp]g, = (i), € Mynxn (R) do operador ¢ relativa as bases 3 e

3'. Se considerarmos outras bases a e o’ de R™, teremos que a matriz [ga]z, estara

associada a matriz [go]g, através da igualdade

1% = 02 115 15

sendo ¢ : R® — R"™ o operador identidade (ver [2]). Note que [L]g ¢ a matriz
mudancga de base de a para (.

Exemplo 2 Considere a sequinte aplicagdo ¢ : R? — R3 tal que 1 (x) € exata-
mente a rotagdo de 120° do vetor x em torno do eiro z. E imediato que v é um
operador linear. Se considerarmos a base candnica o = {e1, ez, ez} de R3, ou seja,
e1 = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1), teremos que

—1/2 —/3/2 0
p=[la=1 v3/2 -1/2 0
0 0 1

Note agora, como exemplo, que de fato o dngulo entre (1,0,0) e (e1) = (—%, @, 0)
€ 120°, pois

1-(=1/2)+0- (vV3/2) +0- 1
cosf = —=
Ia.0.01- (=440 )H ’
e0 <60 <180° ¢ o dngulc” entre (1,0,0) e (—% i ) Também temos que

—1/2 V3/2 0
—/3/2 —1/2 0
0 0 1

wQ

-1/2  V3/2 0 -1/2 —V/3/2 0 1 00
W= —V3/2 —-1/2 0 V32 -1/2 o0 |=[0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Exemplo 3 Fize 0 real. Seja agora ¢ : R? — R? o operador linear rotacio de 180°
em torno da reta x cos %0 = zsin %0 no plano xz. Se considerarmos novamente a
base canodnica o teremos que

—cosf) 0 sind
¢ = [¢la = 0o -1 0
sin 6 0 cosf

Neste caso temos imediatamente que ¢*> = 1 (onde v denota o operador identidade).

7 Lembre da geometria analitica onde se mostra que se 0 < 6 < 180° é o angulo entre os
(z]y)

vetores (ndo-nulos) z e y em R3, entdo vale cos§ = Tl Tl
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Definicao 3 Uma matriz ortogonal € uma matriz quadrada com entradas reais tal
que sua inversa € a sua transposta. Uma rotagao € uma matriz ortogonal 3 X 3 cujo
determinante € igual a 1. Uma isometria (ou movimento rigido) é uma aplica¢do
r de R® em R? da forma r (z) = p(z) + a tal que p é uma rotagdo e a € R3 ¢é fizo.

Nos exemplos anteriores, tanto 1 como ¢ sao rotagdes (e portanto isometrias),

4 que det () = det (§) = 1, ¢~ =97 e o' = o7
Listaremos agoras as propriedades que caracterizam as rotagoes (para a prova,
ver [d]).

Proposition 2.1 Seja p : R — R3 uma rotagdo. Entdo:

(1) A imagem por p de uma reta é uma reta: p (x + ty) = p(x) +tp (y) para todo
z,y €R? et € R;

(ii) O produto interno (- | -) € preservado por p; se x,y € R3, entdo
(p(@) | p(y) = (z|y);

(iii) Distancias sio preservadas por p : se x € R3, entdo ||p (x)| = ||z]|.

A afirmacdo (i) é 6bvia e vale em geral para qualquer operador linear 7 : R? —
R3. A terceira afirmagao é conseqiiéncia de (i), ja que ||z| = /(x| x).

A palavra isometria® fica justificada porque todos operadores dessa classe preser-
vam a métrica.

2.3. GRUPO DE ROTAGOES. Considere agora as duas rotagoes

—1/2 —/3/2 0 —cosf 0 sinf
v=1| Vv3/2 -1/2 0 |, ¢= 0 -1 0
0 0 1 sin 6 0 cosf

estudadas anteriormente. Sabemos que
W= =

sendo ¢ a matriz identidade. Agora seja G o grupo gerado por ¥ e ¢, G = (W, ¢).
Se p # ¢ € um elemento em G entdo sempre é possivel escrever

p=0102" ... 0p

com n > 1, sendo cada o; igual a ¢, 1 ou 2, e se 1 < j < n, entdo exatamente
um dos o0;, 0j41 € igual a ¢. Tal expressao ¢ chamada de palavra reduzida de p.
Por exemplo, a expressao ¢2odi?¢ ndo é uma palavra reduzida pois possui dois
¢ ’s adjacentes, porém ¢p?pd¢ é igual a palavra reduzida ¢ip¢. Cada elemento

8 De maneira geral, uma isometria é uma aplicagio ¢ : R” — R™ tal que ||¢ (z) — ¢ (v)|| =
||z — y|| para todo z,y € R™. Nesse caso, prova-se que ¢ (x) = T (z) + a sendo T' uma aplicacao
linear ortogonal com a € R" fixo.
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de G, distinto de ¢, ¢, 1 e 12, pode ser representado por uma das quatro maneiras
abaixo:

a = UGG,
B o= euroun ..oy,
Vo= GGG

b= WU, . Gyt

sendo m > 1 e p; = 1,2 (para 6, m > 1). Abstratamente podemos definir G
através de uma apresentagao finita”, a saber G = (g, h : g® = h? = 1). Por ter esta
apresentagao, segue-se que G tem infinitos elementos (ver [I1]).

A unicidade da representacdo de uma palavra da forma reduzida no grupo
G = (¢, ¢) esta ligada a escolha do ntumero real §. Se considerarmos § = 7, por
exemplo, teremos que

1 0 0
o=10 -1 0 |,
0 0 -1

e dai segue que Yo = g% e YPho = 1. Aqui temos um caso particular do problema
da identificacao de palavras reduzidas em grupos definidos por geradores e relagoes;
a solugao geral desse problema é desconhecida, mas para o nosso caso particular
temos o seguinte resultado de autoria de Felix Hausdorft (1914, [7]), cuja prova
pode ser encontrada em [12]:

Teorema 1 Se cosf é um niumero transcendente'’, entdo cada elemento de G

diferente de 1 possui exatamente uma expressao como palavra reduzida em termos
de ¢, Y e 2. Isto é, se

0102 ... 0Op = P1P2 " -+ Pm,

sendo ambos os lados da igualdade palavras reduzidas, entdo m =n e o; = p; para
todo inteiro 1 < j <mn.

Na prova do teorema de Hausdorff é usada algumas técnicas envolvendo polinémios
especiais com coeficientes racionais juntamente com indugao (nada dificil, mas ex-
tenso).

Agora fixamos um € tal que cosf é transcendente. Isto é possivel ja que o
conjunto dos numeros algébricos é enumeravel e o intervalo [—1,1] da reta (que é
a imagem da fungao cosseno) nao é enumeravel (ver [0]).

9 A apresentacdo finita de um grupo ndo é tnica. A maneira de se obter outras apresen-
tagoes apartir de uma dada é através das transformacoes de Tietze. O fato interessante é que
apresentagoes de grupos isomorfos sdo obtidas uma das outras por transformagoes de Tietze (ver
).

10" Dizemos que o € R ¢ algébrico se existir p (X) € Q[X], p(X) # 0, tal que p(a) = 0. Caso
contrario « é dito transcendente. Note que qualquer ntimero racional é algébrico. Os ntmeros
m & 3.14 e e & 2.71 sdo exemplos de nimeros transcendentes [6].
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Se p=pip2- ... pn € a expressao na forma reduzida de p € G, entao n é dito
ser o comprimento de p, e escrevemos n = [ (p). Diremos também que p comega
(ponto inicial) com p; e termina (ponto final) com p,.

Teorema 2 Seja G = (¢, 1) o grupo gerado pelas rotagoes ¢ e 1 definidas anteri-
ormente. Entao existe uma particao {G1,G2,Gs} de G em trés subconjuntos nao
vazios tal que para cada p € G tem-se que:

(1) p € Gy se, e somente se, ¢pp € Go U Gs;
(i) p € Gy se, e somente se, Pp € Go;
(iii) p € Gy se, e somente se, Y2p € G3.

Demonstragao Reescreveremos para conveniéncia do leitor a prova dada por
Stromberg (ver [12, Theorem B]).

A partigdo serda construida indutivamente distribuindo os elementos de G de
acordo com os seus comprimentos. Inicialmente coloque

L€G17 ¢€G27 ¢€G25 1/}2€G3,

Suponha agora que para algum natural n > 1 todo ¢ € G com [ (o) < n esteja
contido em exatamente um dos Gy, Ga, G3. Se [ (0) = n e o comega em v ou 2,
coloque

oo € Gayseo €y, (1)
po € Gpseo € GaUGS:. (2)

Se l(0) =n e o comegar em ¢, coloque
Yo € Gj+1 se o € Gj, (3)

V?0 € Gjiased € Gy (4)

para j = 1,2,3, sendo G4 = G1 e G5 = G5. Assim construimos indutivamentel!
uma partigdo {G1, G2, G3} de G.

A prova de que {G1, G2, G3} satisfaz as equivaléncias (i), (i7), (444) também &
feita usando inducao finita. Suponha entdo que para algum n > 1 natural todas
as equivaléncias acimas sao verdadeiras sempre que [ (p) < n, p € G. Seja agora
p € G tal que I (p) = n.

(1° caso) Suponha que p comece com ¢. Entao (3) e (4), com o = p, implica
(ii) e (ii7), respectivamente. De fato, dado que o comega com ¢, pelas regras de
defini¢ao de G1, G5 e G3, a tnica possibilidade para que 1o esteja em G5 é dada
por (3), quando o estd em G;. De maneira analoga prova-se a segunda implicagao.
Como [ (¢p) = n — 1, entdo (usando a hipotese de indugdo) p ndo pertence a Gy

11 A distribuicdo de cada elemento de comprimento n é determinada por n etapas; por exemplo,
se p = oppy?ey?, entdo temos que Y2 € Gz, ¢p? € G, Vipy? € Gz, ¢y?¢y? € Gy,
Y2 pu? € Ga, dppb?ey® € G, p € Ga.
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se, e somente se, ¢ (¢pp) pertence a G2 U G3, que é equivalente a ¢p estar em Gj.
Dai segue que ¢p nao pertence a Go U G5, donde temos que (i) vale neste caso.

(2° caso) Suponha que p comece com . Entao (i) segue de (1) e (2) com
o = p. Temos agora que 1p = 1?0 sendo [ (¢) = n — 1 e o comecando com ¢ (caso
contrario p comegaria com 12 ou ¢); de (3) e (4) temos que ¥p = 20 € Gy se, e
somente se, o € (G3, 0 que é equivalente a p = Yo € G1. Mas p = Yo € G se, e
somente se, ¢?p = o € G3, donde segue que (ii) e (iii) valem neste caso.

(3° caso) Suponha que p comece com 2. Aqui também (i) segue de (1)) e (2).
Temos agora que ¥p = o onde [(0) = n — 1 e 0 comega com ¢ (caso contrario
p comegaria com ¢ ou 1); de (3) e (4) temos que ¥p = o € Go é equivalente a
p = 1?0 € G1, que por sua vez é equivalente a ¢ € Go. Como ¢ pertence a Go
se, e somente se, ©?p = 1o pertence a G3, segue que as equivaléncias (i) e (4ii)
valem também neste caso. O

2.4. PARTIGOES DE ESFERAS.

Definicao 4 Dois subconjuntos X eY de R? sdo ditos congruentes, e escrevemos
X @Y, se existir uma isometria v tal que v (X) =Y.

Diremos {X; : 1 < i < n} é uma particio de X em n subconjuntos se
X:Xlu...UXneXiﬂXj:®sei7éj.

E permitido que algum ou todos os X; sejam vazios.
Daqui em diante S denotara a esfera unitaria Sgs = {z € R? : [|z[| = 1}.

Teorema 3 Seja S a esfera unitdria. Entdo existe uma partigaio {P,S1, 52,53}
de S tal que:

(i) P ¢ enumerdvel;
(i) @ (S1) = Sa U Ss;
(idi) ¢ (S1) = Sa;
(iv) 2 (S)) = Ss.

Demonstragdo Seja P = {p € S: p(p) = p para alguma p € G, p # 1}, ou seja,
P é o conjunto dos pontos da esfera unitaria que sao fixos por alguma rotagao nao
trivial de G. Cada p # ¢ de G possui exatamente dois pontos fixos em S (os polos
do eixo de rotagao), e sendo G enumeravel'* concluimos que P é enumeravel, donde
temos (i). Para cada z € S\P, seja G (z) = {p(x) : p € G}, a drbita de x por G.
Temos que' G (x) é um subconjunto de S\P, z € G (z), e G () NG (y) é disjunto

12 Os elementos de G sdo concatenagdes finitas de elementos do conjunto finito {¢,1}.

13 Se existir p € G tal que p(x) € P, entdo existe 0 € G, o # ¢, tal que op(x) = p(x), dai
p~top(z) = z, donde temos que € P; x = 1 (x);se t € G (z)NG (y), entdo t = p(z) = o (y), e se
z € G (z), digamos z = 7 (), entdo z = T7p~ 1 (t) = 7p~ Lo (y) € G (y), ouseja, se G (2)NG (y) # &
entdo G (z) = G (y).
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ou idéntico. Concluimos entdo que F = {G (z) : € S\ P} é uma particao de S\ P.
Escolha agora um ponto em cada conjunto de F, e denotemos por C' o conjunto de
tais pontos'®. O conjunto C possui as seguintes propriedades:

C c S\P, (5)
c1 # ¢ em C entdo G (¢c1) NG (c2) = @, (6)
x € S\P entao z € G (c) para algum c € C. (7)

Agora defina S; = G, (C) ={p(c) : p € Gj,c € C} paraj =1,2,3 onde G1,G2,G3
s@o ofertados no Teorema 2. Usando (9) e o fato de que G (z) C S\P se = € S\P,
temos que S; C S\P para cada j. Os fatos de que G = G1 UG2 UG5 e (7) mostram
que S\P = 51 US> US;. O item (0) garante’” que S; N S; = @ se i # j. Disto
tudo segue que {P, S, 52,53} é uma particao de S.

Finalmente, aplicando (4), (i), (#i7) do Teorema [2, teremos que

& (S1)={¢p(c):peGr,ceCt={7(c): 7€ G2 UGs,c€ C} = 53U S5,

P (S1) ={wp(c):peGr,ce Ct={r(c) : 7 € Ga,c € C} = Sy,
P? (S1) ={v’p(c): p€Gr,ceC}={r(c): TEG3,cEC}=25;

o que prova (i1) , (1) e (iv). |

O seguinte lema e suas aplicagoes nos resultados a seguir sdo contribuigoes de
W. Sierpinski (ver [13]).

Lema 1 Se P ¢ um subconjunto enumerdvel de S, entdo existe um conjunto enu-
merdvel Q e uma rota¢ao w tal que P C Q C S ew (Q) = Q\P.

A idéia para a prova do lema é simples. Primeiro fixe um eixo de rotagao para
w que ndo contém nenhum ponto de P (se isto ndo fosse possivel, entdao P nao seria
enumeravel). Agora escolha um angulo de rotagao para w tal que PNw™ (P) = &
para todo n > 1 natural (se isto nao fosse possivel, entdo P x P x N nao seria
enumeravel). Coloque entdao Q = PUJ -, w™ (P).

Um resultado “analogo”, conhecido pelos estudantes de graduacao, pode ser
citado como exemplo: N e P = {2n : n € N} sdo enumeraveis e existe uma fungéo
bijetiva f : R — R tal que f (N) = N\P, a saber, f (z) =2z + 1.

14 A garantia de que tal conjunto C' existe é dada pelo Azioma da Escolha: seja (Xi)iel uma
familia nao vazia de conjuntos disjuntos ndo vazios; entao existe um conjunto S tal que S N X;
tem um tnico elemento para cada i € I. Sabe-se que o axioma da escolha, o lema de Zorn e o
teorema de Zermelo sao afirmagoes equivalentes.

15 Se z € S NSj, i # j, entdo = p(c1) = o (c2) para algum c1,c2 € C, p € S;, 0 € Sy,
daici =ca =ceo tp(c) =ccomc ¢ P, donde segue que 0 'p = 1 e p = o, contrariando
G; N Gj = O.
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Teorema 4 FExiste uma particao da esfera unitdria S
{T;:1<i<10,i € N}
e um correspondente conjunto {p; : 1 <1i < 10,7 € N} de rotagoes tal que
{pi (T;) : 1 <i < 6,i € N}

€ uma particao de S e

{pi(T) : 7 <i<10,i € N}

€ outra particdo de S.

Demonstragao Mantendo as notacoes, sejam
Ui = ¢(S2),U2 =96 (S2),Us = ¢ (S2),
Vio= ¢(S3),Va=1¢(Ss),Vs=179(Ss).

Do Teorema 3/ segue que {U;, V;} é uma particao de S; para j = 1,2, 3, e juntando
os seis conjuntos acima com o conjunto P teremos uma particao de S em sete

subconjuntos. Antes de estabelecermos T, ..., Tg, definiremos
T; = Uy, Ty =Us, Ty =Us, Tio =P,
pr = V2, ps = P>, py =YY, pio = t.
Entao temos que p1g (T10) = P e p; (T;) = Sj_¢ para j = 7,8,9 e de fato

{p: (T;) : 7 < <10} é uma particdo de S. Particionaremos agora o conjunto
S\ (T UTs UTogUTy) = V3 UV,y U V3 em seis partes. Seja @ e w dados pelo
lema de Sierpinski e defina

Ty = pg(S1NQ), T =pyg(52NQ), T3 =p7(S3NQ),
Ty = ps(S1\Q),T5 = pg (S2\Q),Ts = p7 (53\Q) -

Imediatamente temos que {7T7,74} é uma particio para pg(S1) = Vi, {2, T5}
¢ uma particdo de pg (S2) = Va, {T5,Ts} é uma particdo de p7(S3) = V3, e
{T; : 1 <i <10} é uma partigdo de S. Agora seja

pa=ps . ps=py . pe=p7 epi=w piys
para j =1,2,3. E claro que
pi+3 (Tjrs) = S;\Q, j =1,2,3,
e, como P C @, a unido destes trés conjuntos é S\@. Finalmente, temos que
pi (Tj) =w pjpa (Tj) =w ™ (S;NQ), j =1,2,3,

sdo trés conjuntos disjuntos cuja unido é w=! (Q\P) = Q. O
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Para T C S, S a esfera unitaria, definimos 7" = {tx: 2 € T,0 < t < 1}. Assim
S’ nada mais ¢ do que a bola Bgrs menos a origem (0,0,0). Note agora que o
Teorema 4 nos garante também a existéncia de uma particdo {7} : 1 < i < 10} de
S’ nas mesmas condicoes.

A bola fechada Bpgs sera denotada por B.

Teorema 5 Seja B a bola fechada unitdria. Entdo existe uma parti¢io
{B;:1<1i<40,i e N}
de B e um correspondente conjunto {r; : 1 < i < 40,i € N} de isometrias tal que
{ri(B;):1<i<24i€N}
¢ uma particio de B e
{ri(B;) :25 <i<40,i € N}
¢ outra particdo de B.

Demonstragao Aplique o Lemalllno caso em que P = {u}, sendo v = (1,0,0) € S,
para obter uma conjunto enumerével () e uma rotagao pg tais que u € Q C S e
po (@) = Q\ {u}. Coloque N; = {% (g—u):q€e Q} e defina a isometria ry pondo

1 1
ro () = po (:lc + 2u) -

Da defini¢ao de pp ¢ Ny temos que 0 € Ny e 19 (N1) = N1\ {0}. Escreva Ny =
B\Ny, s1 = 1o, 82 = 1, € My, = s, (N},) para h = 1,2. Temos entdo que {Ny, Na}
é uma particdo de B e {M;, My} é uma particao de S’ = B\ {0}. A prova segue
agora combinando as partigdes e isometrias acima com a partigao {7} : 1 <14 < 10}
de S’ e as rotagoes {p; : 1 <i < 10} ofertadas pelo Teorema 4 a S’.

Inicialmente note que {TJ’ N pj_1 (M;):i=1, 2} particiona 7T} para cada j =
1,2,...,10. Também {M, NT} N p; " (M;) : h = 1,2} particiona TjNp; ' (M;) para
cada i = 1,2. Assim

{MyNTjnp; ' (M;):1<h<21<i<2,1<j<10}
é uma partigdo de S’ em quarenta subconjuntos, e os quarenta conjuntos
Bhij = s, (My N T) 0 p; " (M;))
formam uma particio de B onde para cada j fixo, os quatro conjuntos
pisn (Bhij) = M; N p; (M, NTY), (8)
com 1 <h<2,1<¢<2, formam uma particao de p; (Tj’) Como

{T;np; (M) :i=1,2;5=1,2,...,10}
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particiona S’ entdo existe um par ij tal que r(0) € 7} N pj_1 (M;) (lembre que
ro(0) # 0). Assim, para tal par ij, temos que By;; é o conjunto da parti¢do { B, }

de B que cobre a origem:
Buij = sy (MyN )0 p; " (M) =g (My) g (T 0 py (M),

0€ Ny Cry'(My), 0€rg ' (T)Np; ' (M)

O Teorema 4lnos mostra que

{pjsn (Brij) : 1<h<2,1<i<2,1<j<6}

sao partigoes de S’ onde, para cada i fixo, (8) nos mostra que as respectivas familias
com doze e oito conjuntos sao cada uma parti¢coes de M; que via a aplicagao 8;1 se
tornam parti¢oes de IV;. Consequentemente, escrevendo r4;; = s; ! pjsh, deduzimos
que

{rnij (Brij) : 1<h<2,1<i<2,1<5<6}

{rhij (Brij) : 1< h<2,1<i<2,7<;5<10}

sdo particdes de B em vinte e quatro e dezesseis conjuntos respectivamente, sendo
{rpij 11 <h<2,1<i<2,1<j <10} afamilia das quarenta isometrias requeri-
das. O

O numero 40 no teorema acima pode ser reduzido. Este fato foi provado em
1947 por R. M. Robertson ([10]). Robertson mostrou que existe uma partigao da
bola fechada unitaria em cinco conjuntos que através de isometrias sao levados e
formam duas bolas fechadas unitarias disjuntas. Em 1956 ([5]), T. J. Dekker e J.
de Groot provaram que tal particao de Robertson pode ser escolhida de forma que
cada um dos cinco conjuntos é localmente conexo.

2.5. CONGRUENCIA DE CONJUNTOS.

Definicdo 5 Diremos que dois subconjuntos X e Y de R® sdo congruentes por
partes, e escrevemos X ~ 'Y, se para algum niumero natural n existir uma parti¢ao

{X;:1<i<mn,ieN}
de X e um correspondente conjunto {f; : 1 <1i <n,i € N} de isometrias tal que

seja wma particio de Y. Se X € congruente por partes a um subconjunto de Y,
escrevemos X SY.

Teorema 6 Sejam X, Y e Z subconjuntos de R®. Entao:
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(i
(i
(iit) X ~Y eY ~ Z implica X ~ Z;

X ~Y implica Y ~ X;

(v) XSY eY < Z implica X S Z;

) X
)
)

(iv) X ~Y implica X <Y
)

(vi) X CY implica X <Y
)

(vii) X SY eY < X implica X ~Y.

Demonstragao Em (i) nada temos a fazer, ja que ¢ é uma isometria. Para (i)
basta observar que a inversa de uma isometria ¢ uma isometria. (iv) é imediato,
jAqueY CY.

(v) Suponha que {X; : 1 <j <n}e{Y;:1<i<m}sdopartigdes de X e Y re-
spectivamente, e {f; : 1 < j <n}e{g; : 1 <i < m} sdo os conjuntos das isometrias
tais que {f; (X;) : 1 < j < n} éuma particao de algum Yy C Ye{g; (Vi) : 1 < z <m}
¢ uma particao de algum Zy C Z. Entao os m - n conjuntos A;; = X; N f;° L(vy)
forma uma particao'® de X e, para i fixo, os n conjuntos f; (4;;) = Yinf; (X;), 1 <
J < n, formam uma partigao de Y;NY; donde temos que {g; f; (4i;) : 1 <i<m,1 <j<n}
é uma partigao de algum subconjunto Z; C Z. Cada composigéo gif; ¢ uma isome-
tria, dai segue que X ~ Z; e X < Z. Fazendo Yy =Y e Zy = Z temos (ii).

(vi) também é trivial, pois ¢ ¢ uma isometria.

(vii) Suponha que X ~ Yy eY ~ Xy com Xg C X e Yy C Y. Manteremos
as notagoes do paragrafo acima fazendo X = Z e Xg = Zy. Para provarmos
que X ~ Y imitaremos a demonstragao do famoso Teorema de Cantor-Bernstein-
Schréder'. Primeiro definimos f em X e g em Y pondo f (z) = f; (x) se x € X
eg(y)=g:(y) sey€Y;. Para E C X, defina E/ C X por

=X\g(Y\[f(E)). 9)
Temos entao que
ECFcX=FECF'. (10)

Seja D={F:ECX,ECFE'}. Noteque & € D. Seja D = UgepE. Para cada
E € D temos de (10) que E' C D', logo E C D'. Assim D C D’ e de (10) segue
que D’ C (D). Consequentemente D’ € D, D' ¢ D e D' = D. Colocando F = D
m (9) obtemos

D=X\g(Y\f(D)), X\D=g((Y\f(D)).
Note que X\D C Xy. Agora defina, para 1 <i<mel<j<n,
Ay =DNXj, Anyi = g: (Y\f (D)), hi = fi € hnyi = g; '
16 Para j fixo, os m conjuntos Aij,..., Apj sdo dois a dois disjuntos e U; A;; = X;.

17 Dados os conjuntos A e B, suponha que existam funcdes injetivas f: A — Be g: B — A.
Entao existe uma bijegdo h: A — B.
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Segue entdao que {A4i,...,A,} é uma partigdo de D, {A,q1,..., Anim} € uma
particdo de X\D, {h1 (A1),...,h, (A,)} &€ uma particdo de f (D) e

{hn+1 (AnJrl) PRI thrm (An+m)}
é uma partigao de Y\ f (D). Portanto X ~ Y. O

As propriedades (i), (i), (i4i) do teorema acima nos garantem que ~ é uma
relacdo de equivaléncia entre subconjuntos de R. Em outras palavras, ~ detemina
uma particiio no conjunto de subconjuntos de R3, a saber, o conjunto das classes
de equivaléncia.

Mostraremos agora que se A = {A C R3 : A ¢ limitado, int (A) # @}, entao
o conjunto quociente A/ ~ é trivial (s6 tem uma classe de equivaléncia). Esta
afirmagao nada mais é do que o Teorema de Banach-Tarski.

2.6. O PARADOXO DE BANACH-TARSKI. Uma translagdo de um subconjunto A C
R? & um subconjunto da forma A +b = {z+b:z € A} sendo b € R? fixo. Se
D C R3, definimos, para § € R, §D = {dx : x € D}. A bola fechada Bgs (0;¢) sera
denotada por B (0;¢).

Teorema 7 Seja B (0;¢) e B(ai;e),..., B (ay;€) translagées de B (0;¢), entio

B (0;¢) ~

-

E(ai; E) .

i=1

Demonstragao Escolha a € R? tal que |la|| > 2¢, e seja B (a;e) a translagio

B (0;¢) + a. Mostraremos agora que
B (0;¢) ~ (B(0;e) UB (a;¢)) .

Sejam B; e r; como no Teorema [5. Assim temos que {eB; : 1 <i <40,i € N} ¢
uma partigdo de B (0;¢). Defina as isometrias s; por

B er; (fz)  se 1<i<24
Si(m)_{gri(ias_i'_a se 25 < i <40

Do Teorema 5 temos que {s; (¢B;) : 1 <14 < 24,3 EN} é uma particio de B (0;¢) e
{s:(eB;) : 25 <1 < 40,i € N} é uma particio de B (a;¢). Logo

{SZ(€B1)1SZ§4O,ZEN}

¢ uma particao de B (0;¢) U B (a;¢), como querfamos.

O teorema segue agora por indugao sobre n. O passo n = 1 ¢ imediato. Suponha
agora que n > 1 e B(0;¢) & parte congruente a uma unido U?;ll B (a;;¢e) de
translagoes de B (0;¢). Seja B (an;€) outra translacdo de B (0;¢). Temos que
B (an;e)\ (U;:ll B (a;;€)) é congruente a um subconjunto de B (a;¢). Dai segue
que

B(a;;e) SB(0;e)UB (aje) ~ B(0;¢).

n
i=1
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E claro que B (0;¢) S Uj, B (a;;¢). Portanto B (0;¢) ~ Ui, B (aj; €). ]

Teorema 8 (Banach - Tarski) Se X eY sdo subconjuntos limitados de R com
interior nao vazio, entao X ~ Y. Em outras palavras, se

A={ACR®: A ¢ limitado, int (A) # @},
entdo o conjunto quociente % € trivial.

Demonstragao Escolha pontos a e b interiores a X e Y respectivamente, e seja
e > 0 tal que B (0;¢) satisfaz B (0;e)+a C X e B(0;¢)+b C Y, ou seja, B (a;¢€) C
X e B(b;e) CY. Como X ¢ limitado, existem B (aj;€),..., B (a,;¢) translagoes
de B (0;¢) cuja unido contém X. Aplicando o teorema acima, temos que

B(0;¢) S X C (B(a;e)U...UB (an;e)) ~ B(0;¢).

Dai segue que X ~ B (0;¢). Similarmente temos que Y ~ B (0;¢). Portanto
X ~Y. O

3. Consideragoes Finais

A tentativa ingénua da inser¢do do paradoxo de Banach-Tarski em nosso mundo
fisico nao é um erro de interpretagao restrito a fisica-matematica. Podemos tirar
conclusdes inesperadas dentro da propria matematica. Vejamos algumas afirmagoes
como exemplos:

1. Existem seqiiéncias de numeros reais que convergem para qualquer nimero
real;

2. Todo tridngulo no espago é isosceles;
3. O espago vetorial R tem dimensao infinita;

4. Qualquer subconjunto de Z possui um menor elemento.

Nenhuma das afirmacoes acima parecem ter cabimento. Mas acreditem, todas
elas sdo legitimas (em algum contexto)! Pare um pouco agora e comece a tirar
conclusoes a respeito das mesmas esquecendo a afirmacao “em algum contexto”.

As conclusbes devem ter sido catastroficas. O que esta errado entao? O erro
estd na tentativa de aplicarmos os resultados no contexto da geometria plana ou
espacial que usamos como suporte para compreensao de grande parte das teorias
estudadas na escola ou na graduacao. Vejamos entao como as afirmagoes acima
concebem-se legitimas:
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e Para a primeira afirmagao devemos nos perguntar qual é a topologia adotada
no contexto de sua veracidade: por exemplo, R?® com a topologia trivial
{@ , RS} é um espaco com tal propriedade. Acontece que, em geral, quando
pensamos no espaco R? automaticamente adotamos a topologia HausdorfF
definida pela norma euclidiana; nesta topologia a afirmacao é falsa porque
temos a unicidade do limite;

e O ponto chave para a segunda afirmacao é a métrica adotada. Quando pen-
samos em objetos geométricos nao abrimos mao inicialmente de uma norma
arquimediana, a conhecida funcdo modulo. A meétrica obtida a partir da
funcdo moédulo ndo permite a validez da segunda afirmacao entdao. No en-
tanto nos espagos com meétricas que provém de normas nao arquimedianas,
conhecidas como ultra-métricas, cabem perfeitamente o resultado. Citamos
por exemplo os niimeros racionais Q com a norma p-adica;

e Para a terceira afirmagao acrescente a seguinte pergunta: qual é o corpo
que estamos considerando? E claro que o espaco vetorial R sobre o corpo
R tem dimensao 1. No entanto R sobre Q tem dimens&o infinita, ja que no
caso contrario teriamos R extensao algébrica de Q, e dai m ~ 3.14 nao seria
transcendente sobre Q;

e Por fim, para a ultima afirmacao, a priori, usamos a relagao de ordem usual <
dos niimeros reais para questiona-la. No entanto o teorema de Zermelo afirma
que Z pode ser bem ordenado, ou seja, existe uma relagdo de ordem (que nao
é a usual <) que faz com que cada subconjunto seja limitado inferiormente
em relagdo a esta ordem.
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