Bol. Soc. Paran. Mat.
(3s.) v. 21 1/2 (2003): 1-20.
©SPM

Anadlise Complexa e Geometria Diferencial de certas Superficies do
Espaco hiperbdlico

Ricardo Sa Earp

ABSTRACT: Desde os tempos de Gauss, Riemann e de outros que a Geometria
Diferencial entrelaca-se com a Analise Complexa. Um dos mais belos efeitos disto é
a bem conhecida representacio de Weierstrass para superficies minimas de IR3, con-
sistindo de dados meromorfos (f, g) que descrevem inteiramente uma tal superficie.
O estudo da andlise complexa aplicado neste contexto, ao longo das dltimas décadas,
tem produzido vertiginosos resultados e tem desenvolvido esta teoria para além das
expectativas. Ja é bem conhecido que as superficies minimas simplesmente conexas
de IR3 pode-se associar suas primas no espaco hiperbélico tridimensional TH? que
possuem curvatura média igual a 1. Tal relagdo segue do teorema fundamental da
Geometria, calcado nas equagdes de Gauss e de Codazzi-Mainardi. O fato é que
também existem dados meromorfos sobre as superficies de curvatura média 1 em
IH?, 0 que sob um ponto de vista filoséfico é de se esperar. Este é o escopo destas
notas: Explicar um pouco as origens desta teoria e suas ligagoes com a teoria classica
das superficies minimas de IR? e apresentar os dados meromorfos e exemplos, se-
gundo um trabalho recente do autor com Toubiana. Como o espaco hiperbdlico
possui varios modelos naturais, diferentemente do espago Euclideano, existem varios
pontos de vistas alternativos nesta teoria- revelando a riqueza inigualdvel da Geome-
tria Hiperbdlica. Isto tem sido estabelecido por R. Bryant, Umehara,Yamada que
s80 os pioneiros na moderna abordagem deste assunto. Notaveis trabalhos nesta
area também tém sido compilados por Rossman, Small, Rosenberg, Collin, Hauss-
wirth e Toubiana. De modo que fervilham resultados que exibem a pujanga do link

Anélse Complexa, Geometria Hiperbélica & Geometria Diferencial. !
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1. Introducgao

Recentemente, o autor destas notas e Toubiana iniciaram certa pesquisa sobre
as superficies com curvatura média 1 no espaco hiperbdlico; as quais chamaremos de
primas das superficies minimas de IR, ou simplesmente primas das minimas (tal
terminologia serd justificada adiante). O approach utilizado é inovador, tendo como
resultado a determinagao de meromorphic data e um teorema de representacao para
tais superficies em IH?, via um constructo bem geométrico (veja 32, [331  [34]),
Como ja enfatizamos no Abstract, a abordagem nao é a tinica. Vamos abrir agora
um parénteses para discorrer um pouco sobre a histéria deste assunto a luz de
descobertas modernas. O leitor fica advertido que nao faremos um survey com-
pleto sobre o assunto, apenas sublinharemos em seguida alguns fatos e progressos
marcantes das ultimas duas décadas:

No limiar dos anos 80 R. Bryant estabeleceu a sua famosa representacao, con-
hecida atualmente como representacao de Bryant (veja [3]). Manfredo Do Carmo e
Alexandre Magalhaes da Silveira usufruindo de certas idéias de Bryant que, essen-
cialmente, consistem num aprofundamento de propriedades de fungoes meromorfas,
mostraram que o indice de Morse de uma imersao completa com curvatura média
1 em IH? ¢ finito se, e somente se a curvatura total é finita (veja 7). E inter-

essante notar que Javier Ordénez em sua tese de doutorado na PUC-Rio mostrou
que as superficies de rotacdo com curvatura média 1 em IH? tem curvatura total
finita (veja [20]). Para completar esta histéria queremos observar que Alexandre
Magalhaes da Siveira, mostrou que uma imersao completa com curvatura média 1
fracamente estavel (veja [8]) é necessariamente uma horosfera (veja [36]). Nos idos
dos anos 90, a representacao de Bryant foi magistralmente explorada por Umehara
e Yamada que deduziram resultados e técnicas muito poderosas, fazendo um liame
interessante com as Varidveis Complexas. Pode-se afirmar que Umehara e Yamada
tiveram papel fundamental no desenvolvimento do assunto. Por exemplo, eles in-
troduziram o importante conceito de fins regulares (tais fins sdo discos perfurados
cuja aplicagdo de Gauss hiperbdlica se estende meromorficamente ao puncture).
Também estabeleceram equagbes fundamentais baseadas na teoria das equacgdes
diferenciais de segunda ordem lineares singulares regulares, construindo exemplos
de primas das minimas completas com fins regulares e fins irregulares (veja 391,
[40] [41]). Em seguida Rossman se juntou a dupla e obtiveram varios resultados
que enriqueceram a teoria, exibindo exemplos de primas de género g, com muitas

5] [26] [27] [28))

simetrias e fins mergulhados (veja . Por outro lado, o presente

autor junto com Toubiana, usando certas técnicas desenvolvidas por Umehara e Ya-
mada sobre a representacao de Bryant, estabeleceram que se E é um fim regular,

mergulado em TH?, com curvatura média 1 e curvatura total finita, entdo E é ou
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bem assimptdtico a uma prima do catendide, ou bem assimptodtico a uma horosfera.
Mais precisamente, no modelo do semi-espago tal F é assimptotico, como grafico

Euclideano vertical, a um fim de horosfera ou a um fim de prima do catendide (veja
[31]). Assim, similarmente ao resultado de Schoen no espaco Fuclideano sobre fins
minimos mergulhados com curvatura total finita em IR? (veja [39]), obtivemos

uma classificacdo geométrica no espago hiperbdlico dos fins mergulhados de cur-
vatura total finita das chamadas primas das minimas. Lima junto com Rossman
escreveram um artigo no qual este comportamento assimptotico estava implicito

(veja [18}), porém nds inferimos férmulas explicitas que acarretaram nesta clas-

sificacdo. De fato, o comportamento assimptético como gréaficos Euclideanos que
estabelecemos, acreditamos ter sido muito surpreendente. Usando a referida classi-
ficagao geométrica dos fins, Collin, Hauswirth e Rosenberg, demonstraram que um

fim propriamente mergulhado em IH?, de curvatura média 1, tem que ser regular
e de curvatura total finita (veja [4]). Existe uma férmula para as superficies de
curvatura média 1 de IH® conhecida por férmula de Small, baseada em métodos da

geometria algébrica (veja 7). O nosso referido trabalho sobre meromorphic data

delineia e estabelece uma deducao alternativa desta férmula. Os brasileiros Lima e
Roitman, explicaram a férmula de Small do ponto de vista do método de Bianchi

que remonta ao inicio do século 20 (veja [17)). Por outro lado, Kokubu, Umehara
e Yamada, escreveram uma demonstracao elementar da férmula de Small e outros
desenvolvimentos similares (veja [1°1). O conhecimeno de técnicas das Varidveis
Complexas das fungoes elipticas propiciou a Costa descobrir a sua famosa superficie
minima (veja [5]). Costa junto com Souza Neto construiu uma prima andloga no
espago hiperbdlico (veja [6]). Finalmente, queremos observar que Galvao e Gédes
estabeleceram um approach alternativo das primas das minimas (veja [9]). Vamos
fechar agora este parénteses histérico e continuar nossa discussao.
* * *

H& uma grande afinidade entre nossa idéia ou concepcao de meromorphic data, a
qual estamos nos propondo a comunicar nestas linhas, com o trabalho de Kenmotsu

publicado em 1979 (veja [14}), sobre uma representacao de tipo Weierstrass para

superficies de curvatura média constante (nfio nula) em IR3. De fato, considere a
seguinte equacao num dominio simplesmente conexo U do plano complexo C :

_,EE.E:
"1+ EE

Observe que toda solucao da equacao de Kenmotsu origina uma imersao conforme

(possivelmente com pontos de ramificagido) com curvatura média constante em RS
Todavia é dificil encontrar solugoes nao triviais da equagao de Kenmotsu. Por outro
lado, observamos que Ritoré usou a equacao de Kenmotsu para construir superficies
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periédicas com curvatura média constante em IR> (veja [23). No nosso estudo
apareceu naturalmente uma equagao similar para superficies de curvatura média 1
no espaco hiperbdlico para as primas das minimas: Pense que E(z) é a aplicagao de
Gauss Euclideana usual em IH? e que z € U, onde U é um dominio simplesmente
conexo. Considere a equagao

 EE.E-

* Ezg—ii
) 1+ FEE

Nés conseguimos resolver completamente a equagdo (x), expressando qualquer
solucao F via uma representacao que pode ser escrita em termos de dados mero-
morfos (h,T) em U. Na verdade, dada qualquer solugdo E, demonstramos que F
origina uma imersao conforme ramificada de curvatura média 1 em IH?, sendo que
os pontos de ramificagao, caso existirem, sao isolados e sao explicitamente deter-
minados como zeros de Ez (veja [32]). Além disso, a funcao altura w, a aplicacao
de Gauss Euclideana F, a métricas e a segunda forma fundamental sdo exibidas
explicitamente em termos do par meromorfo (h,T). Por exemplo,

|h2T,|?
[(Th)=[? + [h-|?

Th. + hT- h-
E=h (22222 [ __ M=
h ( h?T, )( +<Thz+hTz>>

Agora, gostarfamos de observar que a componente horizontal u + iv esta dada

w =

por uma integragao complexa envolvendo (h,T), ou seja [ h2dT. De certo modo, é
possivel manter controle sobre os pontos de ramificacao a fim de se obter imersoes
regulares conformes de primas das minimas (veja [33]). Finalmente, & guisa de
conclusao, realgamos o fato que tivemos que olhar as primas das minimas dentro

do contexto geral das imersées conformes em IH? com curvatura média arbitraria.
De fato, inferimos férmulas gerais para uma qualquer imersao conforme que fazem
um papel prepoderante na teoria. Por exemplo, as seguintes férmulas sao essenciais:

u+iv=_G—-wk (2)
G, =wkE, (3)

onde u + iv é a componente horizontal, w é a altura, E é a aplicacao de Gauss
Euclideana e G é a aplicagdo de Gauss hiperbdlica. De posse de tais férmulas ob-
tivemos um teorema de representacgao tipo Weierstrass-Kenmotsu para superficies

de curvatura média pré-determinada no espago hiperbélico (veja [34).
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2. A linguagem proveniente da andlise complexa e as superficies

minimas de IR?

Vamos fixar agora certa linguagem complexa e vamos fazer uma breve incursao
na 4rea das superficies minimas de IR®. Nesta discussio seguiremos um plano
fundamentado no nosso livro com Toubiana sobre a Geometria Hiperbdlica e as
Superficies de Riemann (veja [39).

Seja U C C um dominio simplesmente conexo do plano hiperbdlico. Dizemos
que f : U — C uma funcao complexa definida em U é holomorfa se f possui
derivada complexa f’(z) em todos os pontos de U, ou seja o limite

i f(z+h) — f(2)

h—0 h

= f'(2)

existe e é finito para todo z € U. Dizemos que f é conforme, se f preserva dangulos
orientados. Um fato que pode ser provado via as equacgoes de Cauchy-Riemann
(veja adiante), é que f é conforme se e somente se f é holomorfae f'(z) #0, Vz¢€
U. Uma fungao holomorfa f em U, exceto num conjunto de pontos isolados S de U,
tal que lim |f(2)| = oo, quando z tende & algum destes pontos isolados é chamada
de fun¢ao meromorfa. Cada ponto de S é chamado de pélo de f. A toda funcao
f:U — C, (ndo necessariamente holomorfa) que possui derivadas parciais f, e f,

(z = x + 1y), é costume associar as derivadas com respeito a z € a Z

1 ) 1 .
I= :i(fw_zfy) fzzi(fw"f'lfy)
ou equivalentemente

fw :fz'i_fz fy: ifz_iff

Outra notacao corrente é f, = % e fz= %
z Z

se f é holomorfa em U, entao a— =0, em U (equagdes de Cauchy-Riemann). Neste

0z

0
caso, tem-se que f'(z) = —f O teorema de Looman-Menchoff fornece a reciproca

0z
(veja [19] pgina 7): Seja f uma funcdo continua em U e assuma que as derivadas
parciais f, e f, existem, em U, e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, i.e
of
0z

Pode ser facilmente verificado que

= (0. Tem-se entao que f é holomorfa em U.

Agora considere o espago IR? munido do produto escalar usual -, ou seja, para

N
cada par de vetores @ = (a1, as,a3) e b = (by,by,bs) tem-se que
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a - b_) = a1b1 + a2bs + azbs. Dizemos que uma aplicagao
X:U—MR? 2z~ X(2)éuma imersio conforme, se X, - Xy =0, Xz Xz =
X, X, #0, VzeU. Além disso exige-se que {X,, X, N} seja uma base positiva

de IR?, onde N é a aplicacio de Gauss Euclideana (normal unitario) definida por

N - Xy x Xy
[ Xz x Xy |
sendo que o simbolo x refere-se ao produto vetorial de IR®. Superficies que mini-
mizam area tém sido estudadas em vérios contextos. Tais superficies sdo minimas
com a definicdo usual de um primeiro curso de Geometria Diferencial: a soma
das curvaturas principais é nula. Uma defini¢cao equivalente mais bem ajustada ao
nosso enfoque é que a composta da aplicagao normal de Gauss com a aplicagao
estereografica II do pdlo norte é uma funcao meromorfa; isto é Ilo N := g é mero-
morfa.

Vamos agora descrever sumariamente a representacdo de Weierstrass para as

superficies minimas de IR®. Suporemos que o leitor esteje familiarizado com inte-
gragdo compleza e com o teorema de Cauchy (veja [1]).
Considere uma fungao meromorfa g(z) e uma diferencial holomorfa w = f(z) dz,

definidos em U. Assuma que pdlos de g e os zeros de w satisfazem a seguinte
condicao: Um ponto ¢ € U é um zero de ordem 2n de w se e somente se ¢ é um
polo de ordem n de g. Suponha ainda que tenhamos:

R /(1—92)fdz =0 R i/(1+g2)fdz =0 R /fgdz =0

v vy

para todo caminho fechado v em U. Neste caso, fixando-se um ponto zg € U, temos
que a aplicagao

X(2) =R /u_;z)fdz,z‘/m;zﬁdz,/fgdz

0 20

estd bem definida em U, posto que a integral nao depende do caminho ligando zg a z.
A condicao sobre os polos de g e zeros de w, assegura que X é uma imersao conforme

de U em IR?. Logo g tem um importante significado geométrico: é a composta da
aplicacao normal de Gauss com a aplicacao estereografica IT do pdlo norte. Note
que com isso fica a disposigao todas as poderosas ferramentas da Anéalise Complexa
que sao muito aplicadas na exploragao de propriedades das superficies minimas.
Por exemplo: existem teoremas e até mesmo conjecturas abertas sobre os valores

omitidos da aplicacio normal de Gauss que sdo teoremas “tipo Picard” (veja [,

R B0y, O par (g,w) é chamado de representacio de Weierstrass-Enneper, ou
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simplesmente de representagao de Weierstrass. De fato, pode ser mostrado que
toda imersdao minima conforme de U em IR?, pode ser obtida desta maneira. A
métrica ds? e a curvatura de Gauss K da imersdo podem ser explicitamente dadas
em termos do par (g, f) :

2
a2 = (Yasig) e

K:‘(wf'f]'w)z

As superficies minimas completas de curvatura total finita, tem sido muito estu-

dadas com notaveis descobertas (veja, por exemplo ).

Vamos explicar agora o conceito: Dada uma superficie M, dizemos que v é uma
curva divergente, se v “sai” de todo compacto de M. Dizemos que M é completa se
toda curva divergente tem comprimento infinito. Seja K(p) a curvatura de Gauss

de M em um ponto p. A curvatura total de M, denotada por C(M) estd definida
por

C(M) = /K(p)dA

onde dA é o elemento de area. Note que no caso das minimas é facil provar que
K < 0, logo a integral acima sempre converge. Pode ainda ser mostrado que a
curvatura total tem o seguinte significado geométrico: representa a drea esférica da

aplicagao normal de Gauss contada com multiplicidades (veja exemplos adiante).
Outra propriedade importante das superficies minimas de IR® é o principio de

reflexao que diz o seguinte: uma superficie minima que contém um segmento de
reta no seu bordo pode ser prolongada analiticamente fazendo-se a simetria com

respeito & reta (veja [16]). Na verdade tal principio esta fundamentado no bem
conhecido principio de simetria de Schwarz para fungdes holomorfas (veja [1]).
Vamos agora reproduzir o par de Weierstras (g,w) de algumas superficies minimas

classicas:

Catendide Sabe-se que o catendide € a tnica superficie minima de revolugao cuja
. [ dz
curva geratriz é a catenaria: U = C\ {0},9(z) = z,w = —. Note que a
z

curvatura total do catendide é —4m, ja que a imagem da aplicagao normal de
Gauss ¢é a esfera menos os pélos norte e sul.

Helicéide O helicéide é localmente isométrico ao catendide e, sem contar com o
plano, é a tnica superficie minima regrada: U = C,g(z) = ¢/, w = ie *dz.

O catendide é uma superficie minima periédica, logo possui curvatura total
—00.
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Enneper A superficie de Enneper tem a seguinte parametrizagdo. U = C, g(z) =
z,w=dz.

O compéndio cldssico sobre superficies minimas é o texto de Osserman (veja [21]),
cujas pesquisas em meados do século vinte introduziram a geometria conforme no
estudo das minimas, suscitando desde entao muito interesse no assunto. Também
existem os opusculos de Costa que desenvolve a teoria das fungoes elipticas e as-
pectos da teoria das superficies de Riemann explicando a construcao da superficie

minima com seu nome (veja ) e de Barbosa -Colares (veja [2) que descreve

vérios exemplos e propriedades das superficies minimas de IR>.

3. O espago hiperbélico TH?

Vamos agora perambular no espaco hiperbdlico fixando notagoes e evocando
certas nogoes que serao Uteis aos nossos propositos. A nossa referéncia central

sobre o0 assunto sdo o referido livro (veja [3%) e o trabalho sobre meromorphic data
( 132), ambos elaborados com Toubiana. Vamos focalizar o chamado modelo do

semi-espaco do espaco hiperbélico, denotado por IH?, ou seja
H® = {(u,v,w) € R* w >0}

munido da métrica

1
2 (du? 4+ dv? + dw?)

o que significa dizer que, denotando por (,) o produto interno de IH3, para cada

par de vetores tangentes a = (aj,az,as) b = (b1, ba, b3) no ponto (u,v,w) € H?

— T 1 5 = . .
tem-se que (@, b )= w2 4 b . O plano Euclideano horizontal {w = 0} U {o0}

é chamado de bordo assimptético ( e é denotado por 0. JH?). A Geometria Difer-
encial das superficies de IH® pode ser desenvolvida nos moldes do contraparte
Euclideano; por exemplo as vérias nogoes geométricas de geodésicas, curvaturas (
e.g. curvaturas principais, curvatura de Gauss, curvatura média), assim como as
equagoes fundamentais da geometria (e.g sequnda forma fundamental, equagoes de
curvatura de Gauss e de Codazzi-Mainardi) sdo inferidas similarmente. Por exem-
plo, as curvas que minimizam o comprimento de arco entre dois pontos quaisquer
por onde ela passa, chamadas de geodésicas de TH?, sdo as semi-retas verticais e

os semi-circulos ortogonais ao bordo assimptético, inteiramente contidos em TH?.
No espago Euclideano aparecem logo o plano e as esferas que sao superficies com
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propriedades geométricas importantes, sendo estas as Unicas superficies totalmente

umbilicas, i.e com curvaturas principais iguais em todos os pontos. E sabido que
no caso do plano tal curvatura é zero e no caso da esfera é constante diferente de
zero. No espago hiperbdlico aparecem novidades revelando que em certo sentido
este é “ maior” que o espaco Euclideano. As superficies totalmente umbilicas de

IH? sdo as seguintes:

Os planos totalmente geodésicos Estes sao os semi-planos verticais e as semi-

esferas ortogonais ao bordo assimptdtico, inteiramente contidos em IH3. Tais
planos tem curvaturas principais iguais a zero e sao “cépias ” do plano
hiperbdlico bidimensional possuindo curvatura de Gauss K = —1.

As esferas hiperbdlicas Estas podem ser descritas geometricamente como o lu-
gar geométrico dos pontos de IH? que estdo a uma mesma distancia p de
um ponto fixado p. Tal esferas sdo também esferas Euclideanas inteiramente

contidas em IH?, possuindo curvaturas principais em médulo > 1 iguais a
coth p.

As horosferas As horosferas tem curvaturas principais em moédulo iguais a 1 e séo
as esferas Euclideanas tangente ao bordo assimptotico e os planos Euclideanos

horizontais inteiramente contidos em TH?.

As superficies equidistantes Estas sao o lugar dos pontos que estao a uma
mesma distancia de um plano totalmente geodésico fixado. Tais superficies
sao semi-planos inclinados e calotas esféricas que fazem um angulo 0 <
6 < w/2 com o bordo assimptético, inteiramente contidos em IH3. Estas
superficies tém em mddulo curvaturas principais constantes entre 0 e 1.

Poderiamos neste momento citar também os cilindros hiperbolicos que sao o lugar
dos pontos equidistantes de uma geodésica fixada. Por exemplo, o cone Euclideano

vertical com vértice na origem (0,0,0) é o cilindro hiperbdlico equidistante da
geodésica vertical {(u,v,w); w =v =0, w > 0}. Tais cilindros sdo “planos”, i.e
com curvatura de Gauss K = (0 e possuem curvatura média H > 1.

Um conceito central em Geometria é o conceito de isometria: Dizemos que um
difeomorfismo f : IH®> — IH® é uma isometria se f preserva a métrica hiperbélica.
Por exemplo é facil ver que as translagoes Euclideanas horizontais, as rotacoes em
torno de uma geodésica vertical e as homotetias com foco no bordo assimptdético que
preservam IH? sdo isometrias positivas (preservam orientac¢ao) do espago hiperbdlico.
Estas dltimas sao translagoes hiperbdlicas, ao longo de uma geodésica vertical. Na
verdade, toda isometria positiva de IH® ¢ a composta de uma translacio Euclideana
horizontal, de uma translagcao hiperbdlica e de uma rotacdao hiperbdlica. Além disso,

toda isometria positiva f : IH®> — IH® é a extensdo de uma transformacio de
Mébius de
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T :CU{oo} — CU{o0} (veja [B%),

Na verdade, baseado nas equagoes fundamentais de Codazzi-Mainardi pode-
se mostrar que numa superficie de curvatura média constante, tanto no espago
Euclideano quanto no espaco hiperbdlico, existe uma certa diferencial quadratica
holomorfa globalmente definida cujos zeros sdo os pontos umbilicos, usualmente
chamada de diferencial de Hopf. Tal estrutura traz muitas informagoes. De fato,
usando-a Hopf demonstrou seu teorema segundo o qual uma superficie imersa

fechada (compacta sem bordo) de curvatura média constante (ndo nula) de genus
0 é uma esfera ” redonda” (veja [12).
Vamos agora rever a defini¢ao da aplicacao de Gauss Euclideana e dar a defini¢ao

da aplicacdo de Gauss Hiperbdlica: Seja X : U € C — IH? uma imerséo conforme
de um dominio simplesmente conexo U do plano complexo no espago hiperbdlico

IH?. Seja N = (N1, N2, N3) a aplicagdo de Gauss Euclideana orientada tal como

definimos anteriormente. Seja II : S? — C U {co} a aplicacio estereografica
canoOnica. Seja

Vamos chamar F também de aplicacdo de Gauss Euclideana orientada de X. Note
que podemos recuperar N pela férmula

(2R E,2SE, EE — 1)

N = —
EE+1

Note ainda que na teoria das superficies minimas de IR®, E é o pequeno g. Seja
p = X(2), e considere v o raio geodésico de IH? partindo de p no sentido de N. Seja
¢ € 8,IH® = C U {0}, 0 ponto do que 4 encontra o bordo assimptético de TH?.
Definimos a aplicagdo G : U — C U {oo}, colocando G(z) := ¢. Tal G é chamada

de aplicagao normal de Gauss hiperbdlica. Na introdugao exibimos uma férmula
bésica que relaciona G, E e as coordenadas da imersdo u,v,w. Vamos denotar

doravante a curvatura média hiperboélica (semi-soma das curvaturas principais) da
imersao X por H. Um fato notdvel descoberto por Bryant no trabalho referido

na introducdo é o seguinte: A imersdo conforme X tem curvatura média H = 1,
se e somente se a aplicagao normal de Gauss hiperbdlica G é meromorfa. Note
que X é uma imersdo minima conforme em IR?, se e somente se g ¢ meromorfa.
Isto j& revela uma analogia entre as superficies com curvatura média 0 de IR? e as
superficies com curvatura média H =1 de H.

Estes fatos também podem ser deduzidos do acervo de férmulas que inferi-
mos no modelo do semi-espago do espago hiperbdlico (veja férmulas (1), (2) e (3)
na introdugdo); mais precisamente, podem ser deduzidos das seguintes férmulas
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(E(z) # 0, VzelU):
2 |Gg— ’LUEE‘Q

ds 2 | dz|?
G- -
—~ _ =(1-H)(Gz—wE>
g - T ek

—2F>
" (1+EE)(Gz — wE=)

E
= (Gs—wE>)
1+FEE

Wz

onde (repetimos) H ¢ a curvatura média hiperbélica, H é a curvatura média Eu-
clideana (“esquecendo-se a métrica hiperbélica”), E, G sao as aplicagoes de Gauss
Euclideana e hiperbdlica, respectivamente.

Agora gostarfamos de realcar a ligacao entre as superficies minimas de IR® e suas
primas em TH? : Dada uma imersio conforme minima X : U ¢ C — IR?, de um
dominio simplesmente conexo U em IR?, segue das equacdes de Codazzi-Mainardi e
de curvatura de Gauss (teorema fundamental da geometria), que podemos associar
uma imersao conforme de curvatura média 1 em TH?; e vice-versa (veja 12 [38]),
Este é um fato importante que esta subjacente e sempre presente na teoria.

4. Superficies de curvatura média pré-determinada em IR?

Toubiana observou que certos resultados que ja sao considerados classicos de
Kenmotsu (veja [14]) podem ser recuperados e re-demonstrados via as férmulas que
nos inferimos no espago hiperboélico: De fato, pode-se pensar que um “pedaco” da
imagem de uma superficie imersa em IR?, esteja contida no semi-espaco superior
{w > 0}; ou seja tal superficie pode ser considerada um subconjunto do espaco
hiperbdlico, esquecendo-se a estrutura hiperbdlica. Vamos esbocar alguns detalhes
disto aqui. Note que das férmulas (6) e (7) pode-se extrair uma férmula geral para

a derivada em relacao a z da funcao altura w de uma superficie de curvatura média
pré-determinada nao nula H em termos da aplicacao normal de Gauss Euclideana

E, de sua derivada em relacao a z e de H. Agora observe que da férmula (6) segue
imediatamente uma férmula para Gz em termos da funcao altura de F, de Fz e de
H. Levando-se em conta a férmula para G, dada pela equagao (3), deduz-se, ap6s

algumas contas faceis, a seguinte equacdo de Kenmotsu (Th. 3, pg. 96 de [13]):

2FE.F>
(- L

- ):HzEZ
1+ FFE
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Pode-se trabalhar um pouco mais e verificar que a equagao acima é a condicdo de
compatibilidade de certo sistema de equacoes a fim demostrar um teorema de re-

presentacao (parametrizagcao ramificada) relativo a superficies de curvatura média
pré-determinada nao nula H; dependendo apenas de E (satisfazendo a equagao
acima). Este é o teorema principal de Kenmotsu em na referéncia citada. Compare

com o resultado obtido em 34

5. A familia catendide-helicoide

A familia Catendide-helicoide de superficies minimas localmente isométricas sao
dadas pela representacao de Weierstrass

(9(2), f(2)dz) = (€06 €7dz), z€C

onde A > 0 é uma constante positiva e 6 € [0, 27). Sendo fixada A, quando 6 varia
no intervalo [0, 26), obtém -se uma familia de imersoes minimas isométricas ligando
continuamente os catendides (quando ¢ = +1) aos helicéides (quando ¢ = ).
Lembramos que a cada elemento desta familia corresponde a associada ~ com cur-
vatura média 1 (“ prima”) no espago hiperbélico. Um fato surpreendente é que
quando ¢/ = —1 e A\ = 1/4 a superficie associada no espago hiperbélico é uma
superficie invariante por um grupo continuo de translagoes Euclideanas horizon-
tais, cuja curva geradora ja tinha sido estudada por Poleni em 1729. Tal curva é
conhecida como “courbe des forgats” (veja ref [22]). Em seguida , escrevemos a
parametrizagao da curva de Poleni, esbogamos seu perfil e usamos o MAPLE para
desenhar a superficies em IH?. Veja Figura 1. Note que F (z) tem uma representagao

da forma: funcao holomorfa, funcao anti-holomorfa vezes a soma de uma funcao
holomorfa com uma func¢ao anti-holomorfa. Tal estrutura se revelard verdadeira em
geral. “Courbe des forgats”

Poleni-1729
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Courbe des Forgats: u =s — 2tanhs, w = 2/coshs

Agora, vamos fazer uma sinopse histérica dos fatos e resultados que giram em
torno da familia catendide-helicéide e sua associada em IH?. Lembramos que familia
=Ae%e

catendide-helicéide associada em TH® estd dada por g(z) = ¢, f(z) = Aeé?e %, A\ >
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0, 6 € [0,2x]. Em 1987 Bryant mostrou que as primas dos catendides sao obtidas

fazendo ¢ =1 or, ¢ = —1e \ < 1/4. A superficie de Poleni tem sido enfocada
por vérios geémetras tais como Gomes [0, Ordéiies [2°) e S4 Earp-Toubiana
(1. Estd determinada pela seguinte representacio: ¢ = —1, and A = 1/4. As

superficie de translacdo hiperbélica sdo associadas a um catenéide de IR?, e sdo
dadas por ¢/ = —1, and A\ > 1/4. As demais superficies helicoidais propriamente

ditas em IH® correspondem a todos os outros casos. Além disso vale a seguinte
férmula:

_ ~z ., _ 14+ =
o YVE Z z . i
E b&/(%#"y 147 ¢ ) (8)
h 8 T —
R

onde ~y satisfisfaz
Yy =2’ =0

6. Teorema de representacao e teorema de dados meromorfos

Nas proximas linhas faremos um sumario dos resultados obtidos com Toubiana,
segundo [32]. Para outros exemplos segundo o nosso approach veja 133, De fato, em
seguida enunciamos um teorema existéncia que mostra que toda solugao nao trivial
da equacdo (*) d4 origem a uma imersao conforme em IH? com curvatura média 1,

veja Teorema 1. Além disso, tal solugao é Uinica a menos de uma homotetia e de
uma translagao Euclideana horizontal. Depois, escrevemos a representacao de toda

solugao de (*) em termos de dados meromorfos. Finalmente, nas tltimas péginas
exibimos alguns exemplos.

Theorem 1 (Teorema de representagao) Seja U C C um dominio simples-
mente conexo e seja E : U — C uma funcdo ndo -holomorfa de classe C? satis-
fazendo a equagdo (x). Colocamos: U* = {z € U, Ex(z) # 0} (U\U* € discreto).
Temos entdo que existe wma aplicagio X : U — IH? tal que a restricio de X a

U*é uma imersio conforme com curvatura média 1 de U* em IH? cuja aplicacio
de Gauss Fuclideana é E. Mais precisamente, temos que

_2%/&&
w(z)=e 1+ FE
G(z) = /szdz

(u+iv)(z) = (G —wE)(2)
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A métrica hiperbdlica induzida por X € dada por
ds = |Fz| - |dz|

Além disso, X estd unicamente determinada, a menos de uma isometria positiva

de H®. Mais precisamente, se X : U* — IH® é uma outra imersio conforme
com curvatura média 1, cuja aplicacdo de Gauss Euclideana € E, entao existe um
numero real positivo A > 0 e um numero complero o € C tal que

X(2) = AX(2) + (a,0).

Os proximo resultados revelam a estrutura complexa que mencionamos obtida
na procura de solugdes nao triviais de (x), em termos de dados meromorfos .

Proposition 6.1 (Proposi¢ao fundamental) E é uma solu¢do nao trivial da
equacao

_FE
1+ EE

2z ZEE *

da forma E = hS(T + R), definida num conjunto simplesmente conexo U se e

somente se existem numeros compleros a, a # 0 e b tal que

g_ (b+ aT)h, + ahT,

h2T,
b1 h.
R=—-+4+—-"
E+ a (b+al)h, + ahT,
h # for any complex numbers «, 3

ol +f

Reciprocamente, para quaisquer func¢oes meromorfas h, e T, e quaisquer nimeros
complezos a e b, a # 0, a fun¢io E = hS(T+R), onde R e S estdo definidos acima
é uma solugdo da equagdo (x).

Theorem 2 (Dados meromorfos) Seja U C C um dominio simplesmente conexo

e seja X : U — IH? wma imersdao conforme ndo-totalmente umbilica.

Seja E a aplicagiao de Gauss Fuclideana orientada de X. Assuma que X tenha
curvatura média 1 com respeito a E (logo, E satisfaz a equagdo (%)). Temos entdo
que existem duas fungoes meromorfas h, T em U tal que

Th,, + T, h.
E=h ( 2T, ) <T+ (Thz—i—hTZ))

Além disso, a menos de uma constante positiva multiplicativa temos que
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w— |n2Tz|?
o |Th, + hT,|? + |h.|?

G, = h°T,

entao, a menos de uma constante positiva multiplicativa e de uma constante com-
pleza aditiva, temos que

u+iv=G—-wkE

Portanto,
hT.h,, — 2h2T, — hh.T.
ds = |Ezdz| = ATz “ﬂi l; | (14 |T)?)| d=|
hT.h,, — 2h2T, — hh.T,,
I = R(2 T (d2)?) + ds? (4)
z
B 1 hT.h., — 22T, — hh.T..
g=T e [=-7F 2T,

Vamos agora exibir familias de superficies completas e de curvatura média 1 de

IH3. Para saber maiores detalhes sobre as figuras consulte as referéncias citadas.
Na Figura 2, fazemos v = —1 4+ i (o pardmetro v é o mesmo da equagao (8)).

Figura 2

Nas Figura 3 e 4, sao mostradas primas com fins imersos rodando em volta do
eixo z (Metade desenhada).
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Figura 3
rodando duas vezes

Figura 4
rodando trés vezes

).

Nas Figuras 5 e 6 sao mostradas primas com fins mergulhados rodando em volta

do eixo z (Metade desenhada
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Figura 5
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