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O PROCESSO DE PASSAR AO LIMITE 

Josef K. H. Dortmann 

O processo de passar ao limite, ou a convergencia, 

pode ser descrito em termos muito gerais. Na realidade, é 

perfeitamente possível construir uma teoria de limites u

sando somente o conceito de vizinhança de um ponto. Uma 

vez definida a convergencia, conceitos como conjunto aber 

to, fecho, fronteira, etc., podem ser introduzidos e defi 

nidos em termos de convergência. A seguir, ,:;e por exemplo 

o espaço é um espaço vetorial como Rn, a sua estrutura al

gébrica pode ser usada para definir soma e produto de li

mites. O processo é bastante geral e, por isso, mostra a

natureza do conceito de convergência que, na reta R e em

Rn, é oculta pela abundância de resultados e detalhes. 

Nosso objetivo é mostrar que a idéia de convergencia 
- - . . e un1ca, ou seJa, que noçoes como a continuidade de uma 

função em um ponto, de limites de. funções e limites de se 

quencias sao casos particulares de um. sp conceito. Para 

alcançar este objetivo, não hâ necessidade de seguir o 

processo acima descrito. A vizinhança de um po nto pode 

ser definida em termos de conjuntos abertos. Desta manei

ra, vamos desde j â supor que está definida a estrutura to 

polÓgica do - n espaço que, em nosso caso, e o espaço R o

trabalho agora é mais simples e. se restringe ã àt;:,Criçao 

de um fenômeno conhecido em êspaçó conhecido, mas em ter-
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mos talvez novos. 

,.,-: O problema dà descrição de ê'./i�âços mais ge."tâ'is'"êpiâ d' ::,-

pn (espaços topológicos) em termos de convergência foi r� 

solvido por E.H.Moore e H.L.Smith em 1922. Um pouco mais 

tarde, H.Cartan desenvolveu uma teoria que se mostrou e

quivalente à de Moore e Smlth. Além de resolver o proble-

ma acima citado, eles unificaram e generalizaram as teo

rias de limites existentes na época. 

NOTAÇÕES 

Usamos ·a notaçao habitual da teoria dos conjuntas. 

Os símbolos R-, Rn e N indicam, respectivamente, o conjun

to dos números reais, das n-uplas de números reais e dos 

núm�ros naturais. 

Uma família de elementos em X com Índices em um con

junto L é uma função A : L .--➔ X. Eru vez de A(a) escreve

, mos A • A família será indicada por {A :a E L }, Geràlmen-. 
CI. CI. 

te o contradomÍnio da funç.ão A é um subconjunto do conj u!!. 

to das partes de um certo conjunto dado. Se X é um conju.!!. 

to, P(X) representa o conjunto das partes de X. Se, por e 

xemplo, a função V: N --➔ P(N) é definida por V(p) = V =

p 

= -fo E. N:p �n}," então v
10 

= {11,12,13, ••• }. 'Re'presertta-

remos a família 

do pela função 

{Vp:p EN} por VN. Um outro exemplo é da

B : N --> P (R) , definida por B = {b-1 /n 
n '

b+l/n) com b € R. Representaremos B por n B(b,1/n). A famÍ

lia Bb = {Bn:n EN} é a família dos intervalos abertos de

centro em b e raio 1 /n. Analogamente, em Rn a família Bb
representa a família das bol1u,

.s 
abertas· de SE/J,n1:ro em b e
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raio 1/n, com 

família Bb O = 
' 

n EN. Uma outra fam.Ília de interesse é a 

+} 
+ -

{B
0

:o é R com B
0 

= (b-ó,b+o) e onde R e

- . . . . n o conjunto dos numeras reais positivos. Em R a mesma fa-

mília representa a coleção das bolas abertas de centro em

b e raio o.

Um conjunto A é aberto quando para cada um de seus 

pontos b existe B0 C A. Uma vizinhança Vb de um ponto b é

um aberto que contém b. A família das vizinhanças do pon

to b sera indicada por Vb.

O conjunto R U{-oo,+00} é a reta estendida Rº . Se b 

é elemento de R, os intervalos (-00,b) e (b,+00), considera 

dos como subconjuntos de R0
, são vizinhanças de -00, e +oo, 

respectivamente. A família das vizinhanças de +00 serâ in

dicada por V 00
Um ponto b é ponto de aderência de. X quando Vb () X -:/: 

# 0 para toda vizinhança Vb. O conjunto dos pontos de ade

rência é o fecho X de X. Se (Vb - {b}) n X#� para todo

Vb, então b é um ponto de acumulação de X. O conjun to dos 

pontos de acumulação de X é o conjunto derivado X' de X. 
o 

Mostra-se que X =  X U X'. Observemos que em R ,  os elemen 

tos -00 e +oo sao pontos de acumulação de R C R
º , e que o� 

lemento +oo = oo é ponto de acumulação de N C Rº
. Um ponto 

b E. X é ponto isolado de X quando existe uma vizinhança 

Vb, tal que Vb 
() X =  {b}. Para todo b E X, ou b é ponto

de acumulação ou b é ponto isolado de X. 

Um conjunto A é aberto em X quando existe aberto IC 

C Rn tal que A = I () X. Os abertos em X podem assumir for 

mas pouco ortodoxas, dependendo do conjunto X. Se, por e

xemplo, X é o conjunto dos números naturais N e n EN, en 
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tao (n} é aberto em R,' J?Ois f'1$_1:i,\0 
es�g} .. h�f '-- I.'"' .(p.::-1!:n:}) 

(que é aberto em R) e temo� que {n} = I f'I N. Desta manei-

ra, os conjuntos Vp da família VN são abertos em N. Se X

é aberto em Rn, os abertos em X são os subconjuntos de X 

abertos em Rn. 

Se b € X, entao Vb f""I X = {Vb n X:Vb € Vb} indica a

família das vizinhanças do ponto b no conjunto X, e 

vb - {b} representa a família {Vb - {b}: vb E\-\}.

I. DIREÇÕES

Definição _I. 1. Uma família A= {A :a. G L} de subcona 
juntos 

(1) 

de X é uma direção em X quando: 

f � para todo a E._ L; 

(2) se a,B� L, entao existe y €. L tal que A está con
y 

tido em A
o. 

í) A
/3

. 

É uma consequê�ciad_ireta da definição I. 1 que a in-

terseção de um numero finito de elementos de uma direção 

e conjun to não vazio. 

Notemos que o conjunto de Índices L pode ser fi nito. 

Se, por exemplo, A= {A}, então A e uma direção. A famí

lia B 1 í\ X é uma direção em X = (O, 1). Para todo b é R, 

as famílias 1/
b

' é· B
b 

scao di?reções em R. 

Definição I. 2. Uma direção A = { A :a E. L} em X con ....a 
verge para o ponto b se, e somente se, para todo Vb é. Vb,
existir Aª E. A tal que Aª e vb n x.

Para indicar que a direção 

mos A--➔ b. 

converge para b escreve 

É facil verificar que em R�: (i) VN -->-00; (ii) as fa 
- 4 -



mílias vb e Bb. cotwergem para b_; (i�i) se b €-X, entao as 

direções Vb n X, Bb í) X, Vb - {b} e .·8i, - {b} convergem p� 

ra o ponto b; (iv) a direção A= (0,1/n) U (2,2 + !_) n nao e 

convergente. 

Se X= (0,1) U {2}, então 2 é ponto isolado de X e 

B2,0--)'- 2, pois dado v2 basta escolher B0 = B1 e resulta 

B1 í'l X = {2}, que é subconjunto de v2• 

Em todos os exemplos verifica-se que o ponto de con

vergência, quando existe, é Único. Isto sempre acontece 

em Rn e deve-se ao fato de que dois pontos distintos b e 

e podem ser separados por vizinhanças disjuntas. Em ou

tros termos: se b ,c € Rn e b I c, entÊÍ.o existem Vb e V e 
disjuntas. 

Prop�ição I. 1. Uma direção A = 

convergir para dois pontos distintos. 

{A :ct E L} não 
a 

Demonstração. Suponhamos que A--';#' b e A--> e, 

b I c. Então existem vb e vc 
com vbn vc (/J. A --J- b 

plica que existe A E: A com A C Vb; A--"), c implica a a 
existe A

6 
€ Ã com AS C V c. Mas neste caso Aa (1 AS = 

A não pode ser direção li 

pode 

com 

im-

que 

ti e 

Se A é direção em X e f:X --� Y, entao a imagem da 

fan{ília A pela f · é uma direção em f (X)., Para demonstrar 

esta afirmação precisamos de duas 

direta de uma função, a saber: 

propriedades da imagem 

(i) 

(ii) 

Se AC B, então f(A) C f(B), 

f(A f) B) C f(A) f1 f(B). 

Seja, agora, A = {Aa:ae, L} uma direção em X e f:X -�Y. 

É claro que se A € A, então A -+ </J e f(A ) + (). Além a a a 
disso, f(A) .é subconjunto de f(X). Para todos a e$ dei a 
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existe y € L, tal que A C:. Aa n fif Então, f{A ) estã con 
:'{ ... ,. "' ; y 

tido em f(A () A
8

) C f(A ) () f(A ) . Sej; f:[0,2]--► R da-a. . o. B . 
da por 

f(x) x se E [0,1] 
f(x) x+l se x E (1.2]. 

Temos que B 
1

- 1. Se 

B = (1-1/n,l+l/n), então 
n 

f(B) e igual a união n 
(1-1/n,í] U (2,2+1/n). 

A direção f(B1) nao con 

verge em f(X). 

Estamos agora em con 

diçÕes de definir a conti_ 

nuidade de uma função em 

y 

� - - - :/ 
1 

1 .  

X 

o 

um ponto. A definição é importante, pois engloba também a 

passagem ao limite nas suas diversas fonnas. 

Definição I.3. 

somente se, f (llb '1 X) 

X quaqdo for contínua 

f: X 

-->-

em 

-->- y € 

f (b). A 

todos os 

·contínua ere b E: X, se,e 

função sera contínua em 

pontos de X. 

Seguindo um costume bastante difundido, escreveremos 

f{\/b) em vez de f(Vbf"') X). Subentende-se, entao, que as 

vizinhanças Vb _são viz�nha�ças em X. 
" ., ... .,, ... -� � 

Notemos qué· f(Vb) -.::.► "f(b)' s:i'gnifica que para todo 

Vf(b) existe Vb tal que f(Vb) e vf(b), o que é a conhecit: 

da definição de continuidade de uma função em x = b. 

Vejamos alguns exemplos de funções contínuas. Se 

f : X -->- Y é função constante definida por f(x) = c, en

tao ela é contínua em X. Pois, para um ponto bE X temos 

que f(Vb) {f(Vb):Vb E. Vb} ={{e}}-->- c = f(b). Também 
' - 6 -



é contínua a funiio id;�tidade i 

pois i(Vb) = i/b -➔ b = i(b). 

X -+ X- cóm f(x) = x, 

Seja f X-->- Y e se-

ja b ponto isolado de X. En 

tão fé contínua em b. Sen

do b ponto isolado de X, P2. 

demos escolher Vb tal qu� 

vbn X = {b}. Seja agora A= 

= {Vb:vbn X {b}}. Evi-

dentemente, A --.► b e 

f(A) = f{Vb :Vb (1 X {b}} 

= f{{b}} = {f(b)} --:,,- f(b). 

y 

o 

/: 
o X 

{b} 

Isso mostra que, qualquer que seja o valor escolhido para 

f (b), a função f será continua em x = b. 

II. SUBDIREÇÕES 

A definição da continuidade de uma função em um pon

to e dada em termos da família das vizinhanças do mesmo 

ponto. Esta família é realmente "grande'' e um dos objeti

vos da introdução do conceito de subdireção é a substitui 

çao de Vb por outr�s famílias, llme1:!'9res" e de manuseio 

mliis fãcif. tambéh;''a:'·noção de subseqti�ncia encontra suá 

expressão mais natural em termos de subdireçÕes. 

Definição II .1. Sejam A= {A :a.e:L} e B = {Bi:13€.M} 
a P 

direções. Dizemos que B é subdireçâo de A quando para t2_ 
do Ao.E.;\, existe B

f3
€. 8 tal que B

8
c A

0
• Neste caso es

crevemos A t--- B. 

Se A e_ B , então Bt--- A • Pois temos que p,ar.� todo 
- 7 -



A e A , A E B e sendo B uma direção, existe B em B tal a a 6 
que If C: A • Da deftffição '. áas famílias Bb e Vb resulta que 

uma é subdireção da outra, ou seja, Bb t---Vb 1---.Bb. Com 

relação a subdireçÕes mostra-se ainda o seguinte: 

(1) Se AN é direção em N, AN 1--- N e A
p 

t---AN, entao 

A e subconjunto infinito de N. 

(2) Se A e 13 são direções em X com Bf---A e f X -->- y, 
então também f (B ) t--- f (A ) . 

Proposição II.l. Seja A direção. A-->- b se, e somen

te se, A t--- V b. 

Demonstração. Se A-->- b, entao para todo Vb E v' b, .::. 

xiste Aa E A tal que Aac Vb, e concluímos que A 1--- V b. 

Reciprocamente, seja A1---l/b. Para todo Vb € V 
b 

existe 

A:a C Vb. Pela definição da convergência resu.lta ,4--► b !li! 

No que diz respeito a continuidade, podemos agora 

substituir a família Vb pela fa�Í},�:ª �b. Pois de Bb i---

1--- V t---- 13 
b b resulta que f(l3 b) )---- f ( V b) t--- f ( B b) e 

a_proposição II.l permite concluir que f(Bb) -->- c se, e 

somente se, f (V b) -->- c. Vejamos um exemplo: Uma função 

f: X-+ Y não é contínua em b e: X quando existe Vf(b) 

tal que para tocl_p_ Bw�=- Jt1,. se .V:,:.t"lJ�c� que f(�n) �.Yf(b). 

Consideremos a função f: X -+ Y com X = [o,2] e f defin-� 

da por f(x) = x se x E [0.,1], f(x) = x + 1 se x E (1,zf. 
Sendo Bn 

E. 81, o intervalo (1 - ¼, 1 + ¼) e subconjunto 

de X e temos que f(B ) = (1 - _nl, 1]· U (2, 2 + !.) para t_o 
n n ' 

do n. Escolhendo agora Vf(l) = (0,2), é Óbvio que f(B
n

)<,: 

<t- vf(l) 
e a f nãopode ser contínua .em X = 1. 

- 8 -



y 

/ 
f (B ) n 

o 

III. LIMITES 

--( _/: 

B n 

X 

Pequenas modificações na definição de continuidade 

de uma função em Ull) ponto. caracterizam o limite da função 

e também de sequências, como um caso particular da conti

nuidade. Os casos de limites infinitos, no infinito e li

mites de sequências se enquadram naturalmente. 

Os dois problemas que apresentamos a seguir sao pro

blemas básicos dos limites de funções. 

(1) Seja f· : X "'* ·Y- e b € X'-X. Exí'sfe F : X U {b }-->- Y 

tal que F(x) f(x) para todo x €. X � F contínua em x = 

= b? 

(2) Seja f : X -+ Y descontínua em x = b. Existe função 

F :  X-,-+- Y, tal que F(x) = f(x) para todo x€ X - {b} e 

F contínua em x = b? 

Se a resposta a primeira pergunta ê afirmativa, en

tao podemos estender a função f continuamente ao P;5?p.to b 
- 9 -



de X' -;- X. A solução do segun�o problema abre a possibili 

dade dé redefinir á'-função f ri.o ponto x = b, de taf"'�ci�'·;.> 

que a nova função F se torne contínua neste ponto. Em am

bos os casos, o valor da função F no ponto b, se existir, 

ser a chamado limite da função f no ponto x = b. 

Examinando o primeiro problema, fica claro que a con 

<lição de continuidade da F em x = b exige que F( V
b

) seja 

convergente. Mas b i X e f (x) f (x) para todo x E X per

mitem identificar f(Vb! co� F(-llb). Se agora f(V b) conve.E_ 

ge para o ponto e, entao basta por F(b) = c e a função F 

satisfaz as condições do primeiro problema; isto é, F(x) 

ê igual a f (x) para todo x € X e F ê continua em x = b. 

No segundo problema, observemos que f descontínua em 

x = b quer dizer que a direção f ( V b) nao converge para 

f(b). Mas p ode muito bem acontecer que f( V
b 

- {b}) seja 

convergente. Se f( v' b - {b}) --► c, então a exigência da 

continuidade de F em x b impõe de novo a escolha F(b) = 

= c. 

No primeiro problema, exigir a convergência de f (1/b) 

e equivalente a exigir a convergência de ·f( V b - {b}), 

pois b ef. X. Nos dois casos, a convergência da direção 

f( \/b - {b}) resolve o problema. Temos, então, a seguinte 

definição. 

Definição III.1. Seja f X --> Y e b € X' • A funça0 

f possui limite no ponto x b se, e só se:, f(v'b - {b}) é 

convergente. Se f(v'b - {b}) --> c, entã; e ê o limite da 

função f no ponto x .= b e escrevemos li� f (x) = c. 

A unicidade do limite, quando existe, é garantida p� 

la proposição I.l. 
-.10 -. 



Uma função pode nao ter extensao contínua no ponto 

b e. x'-x. Seja 
+ 

X =  R e f X --+- R dada por f (x) = 1/x. 

Então O€ X' - X e 'Bo n X -->O.Mas, para todo nEN e 

B e B o' temos B n X= (0,1/n), f(B) = (n,oo) E. VN e n n n 

f (8 ) -->- 00• A função f não possui limite em x ::: O. o 

No processo de passar ao limite, a condição de que b 

seJa ponto de acumulação de X é essencial. Pois se b não 

e ponto de acumulação de X, necessariamente e ponto isola 

do de X e f( Vb) pode convergir para qualquer ponto. 

Não hâ necessidade de reformular a definição III.l 

para o caso de limites no infinito e limites infinitos. 

Se f Rº -->- R, então oo e ponto de ac�mulação de R C Rº. 

Neste caso, lim00f(x) = b significa que para todo V
b

, exis 

- + o 
te V00, tal que f(V,) C Vb. A funçao f:R C R -� R dada 

por f(x) = 1/x é um exemplo. Se V =  (a,00), entao f(V) = 

= (0,1/a) para todo aE. R. Resulta que f (V ) --> O e 00 
lim f(x) = O. Da mesma maneira, lim f(x) = 00 quer dizer 00 

que f ( V - { b }) -+ oo ou, b para todo V E. V 
00 

existe Vb tal 

que f( Vb - {b}) e V00• 

O limite de uma sequência também se enquadra na defl 

nição 111.1. Uma sequência em X é uma função x : N --+ X, 

Em vez de 

por (x ). n 
C R

0
• 

x(n) escrevemos X • A sequência sera indicada n 
Observemos que oo é ponto de acumulação de N C 

Dizer que a sequência (x ) tem por limite o ponto b n 
(escrevemos x -->- b), significa que para toda vizinhança n 
Vb existe V tal que x(V n N) --► b. Mas V n N e um con 

00 00 00 

junto do tipo V E: V
N 

e x(V n N) --+- b quer dizer que da 
p co 
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do Vb, existe p EN tal que, se n � p, entao xn E Vb. 

·.,(e.Sê A
N 

é subdireç;b de VN, entã&.-:o Jd1._iu�tÓ ·o ;;uí\;, .,. 

com. Ap € A N é subconjunto infinito de N e possui 00 como 

ponto de acumulação. Seja, agora x : N --),. X urna sequen-

eia, A N 1--- V
N 

e D = U A , A eAN • 
p p 

A restrição x 
J D de 

D em X define uma subsequência da sequência (x0). A 

proposição II. 1 permite afirmar que uma sequência conver

ge para um ponto b se, e somente se, qualquer subsequê� 
eia dá sequência dada converge para o mesmo ponto b. 

IV. CONVERGÊNCIA E NOÇÕES TOPOLÓGICAS 

Todas as ·noções topológicas do espaço Rn podem ser 

expJSessas em termos de limites de sequências. 

Se x : N -->- X e lfilla sequência convergindo para b, 

então x( V N) e direção em X e, pela proposição II .1 resul 

ta que x ( ti N) !--- V b • 

Proposição IV, 1. Um ponto b é ponto de adetênJê':i:a "de 

X se, e só se, existir sequência (x ) em n X, com x --'>- b. n 
Qemonstração. Se b €. X, então B n X f <1J n para todo 

BnE. 8b. Para todo n € N e todo_BnEBb, escolhemos X n em 

B . A sequência x -,..._ b. Reciprocamente, se x -➔ b, en 
n n n 

·t"i;;, x( V N) é direção em X e x( '/ NJ'-'"'�'❖b'; '··Pda. p.cropo.si ç,io 

II .1 temos que x( V N) t-�-v'b . 
Logo, para todo V E. V e. -· 

b b 

xiste x{Vp) e. Vb. Temos que x(Vp) () X C: Vt/1 X e Vb() X f. 

,�. 
-

Da mesma maneira mostra-se que b e ponto de acumula-

çao de X quando existe uma sequência (x ) em X - {b}, con n 
vergindo para o ponto b. 
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Proposição IV.2. Seja f :  X --> Y, b € X e (x) -sen 
quência em X convergindo para b. A função fé contínua em 

b € X se, e somente se, f(x ) --� f(b). 

Dernonstraçã5:_. Seja f : X-->- Y contínua no ponto b e 

x
n 

-->- b, Então x(VN) í--- \/b e f(x( V
N

)) t--- f( Vb), Co-

rno f( Vb) -->- b, ternos que f(x( V
N

)) converge para f(b) e 

f(x ) ---'> f(b). Para mostrar a recíproca, suponhamos que 
n 

f não seja contínua em b€ X. Isto quer dizer que existe 

V f (b) tal que para todo B
n 

E. B b se verifica que f (B
n

) rj:. 

(/_ Vf(b)
' Para todo n €. N e todo Bn escolhemos x

n 
lê, Bn 

tal que f(x
n

) � Vf(b)' Isto define urna sequência (x
n), 

x -� b, mas f (x ) --f-,,. f (b) • 
n n 

Não ha mais dificuldades em exprimir os conceitos 

restantes em termos de limites de sequências. Assim, por 

exemplo, mostra-se sem dificul�ades que: 

(1) Um ponto b pertence a fronteira de X quando é limite 

de urna sequência em X e limite de urna sequência em Rn-X. 
- n n -(2) X e denso em R quando todo ponto em R e limite de 

sequência em X. 

A definição de limite é, evidentemente, um caso par

ticular da continuidade de uma função f : X--► Y em um 

ponto b E X. Mas, o que determina a continuidade da f é a 

direção f ( V b) em Y. Se pensarmos na função f como um dis 

positivo que serve para definir direções em Y, então é Ób 

via que a continuidade também pode ser considerada u.m ca

so particular da convergência de direções. 

Nada impede agora devolver às definições o seu aspe� 

to usual e aproveitar as operaçoes para obter todos os re 

sultados da convergência em R. 
n 
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COMBINAÇÃO COM ELEMENTOS DUPLOS 

Alexandre Machado Kleis 

l. _Introdução. 

Em vários jogos de cartas utilizam-se dois baralhos. 

Surge a questão: quantas ''mãos" (grupos di�tintos de car

tas) com p cartas (o que varia de jogo para jogo) pQdem 

ser formadas a partir das 2m cartas (se cada baralho ti

ver m delas)? 

Assim, o problema de calcular o numero de combina

çoes de 2m objetos (apenas m dos quais distintos), em gr� 

pos de p objetos, reduz-se a calcular o númet"o N de combi 

naçoes que podem ser formadas com m oJ:,jetos, em grupos de 

p, admitindo-se que cada um dos, m objetos possa aparecer 

no máximo duas vezes.·· 

2. Cálculos. 

2. L p é par. Dado um conjunto finito S de m elemen-

tos, consideremos a combinação 

ª1 ª1
ª
2

ª
2 • · ·ªr

ª
r' 

. na qual cada elemento aparece duas vezes, s�ndo O < r :5: m 

e a1, a2 ,,. • .'?fàt ii'emerito:s-"·!'fü:r SI' Ô número,"·to tal destas ,com

binações ê, obviamente, (m). 

Seja, agora, N o numero total das corabinaçÕes de p s 
elementos da forma 

(1) 

onde O � s � p/2 e a1 ,a2_, ••• •ªs ,b1 ,b2, ••• ,bp-2s sao ele

mentos de S. Tais cç,mbinaçÕes.retratam todas as possíveis 
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dos m elementos de SJª�'�r��os de p, segundo a regra ex

plicitada na i.ntrodução, e se observando: 

a) ses = O, as combinações (1) assumem a forma 

b1b2 ... bp 

b) ses p/2, as combinações {1) .assumem a forma 

ª1 ª1 ª2ª2 •• ·ªp/2 ªp/2 

Ora, e fácil ver que 

N = (m) (m-s ) 
s s p-2s 

Então, o número N de combinações mencionado na intro 

dução é 
p/2 p/2 

N =I: N = I:: (m)(m-s) 
s =O s s =O s p-2s 

2. 2. p i -Ímpar. Cons idera.çÕes análogas as anteriores 
- .. mostram que, para o caso em quepe impar, 

2.3. Generalização. Introduzindo a notaçao [x] para 

o maior inteiro contido em x, temos 

N 

Às vezes e conveniente por CD ao invés de N. m,p 

3. Exemplo. 

Dado o conjunto S = {a,b,c,d,e} (m = 5), calculemos 

o número de combinações de seus elementos em grupos de 

quatro (p = 4), admitindo-se para tal, que cada um deles 

possa aparecer no mâximo duas vezes. 
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SoZ:uçâo: 

2 

CDS 4 = L <;H�=;s) - (�}(�) + <f) (�) + (�)(�) = 45, ' s=O 

Tais combínaçéies sao: 

abcd aabc aade bbac bbde ccad ccdd ddbc eeac 

abce aabd aabb bbad bbcc ccae ccee ddbe eead 

abde aabe aacc bbae bbdd ccbd ddab ddce eebc 

acde aacd aadd bbcd bbee ccbe ddac ddee eeod 

bc.de aace aaee bbce ccab cede ddae eeab eecd. 

4. Observação. 

Em [1J, p .183 e seguintes, Madsen �arbosa tnostra um 

outro método que pede ser aplicado ao caso estudado. Bas-

ta calcular o coeficiente de tp 

requer mais dilculos numéricos. 

2 m em (1 + t. + t) , o que 
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INFLUÊNCIA DOS PROBLEMAS SOBRE A MATEMÁTICA 

Leo Barsotti 

Nao vou discorrer sobre a utilidade da resolução de 

problemas propostos em livros-textos como parte essencial 

do aprendizado da Matemática, o que é sobejamente conheci_ 

da, mas sobre a importância de uma outra categoria de pr� 

blemas usualmente nao apresentados em tais livros, por 

ainda nao ser conhecida sua solução, porém fundamentais 

para o desenvolvimento da Matemática. 

Cada épo.ca tem seus problemas cientÍfíco.s que a épo-

ca seguinte resolve ou deixa de lado corno estéreis, subs

tituindo-os por outros. A grande influência de certos 

problemas bem determinados no progresso geral da ciência 

matemática é nâo menos incontestável do que a influência 

de tais problemas sobre o trabalho particular do pesquis.'.'.:_ 

dor, e a vi talidade de qualquer ramo da Matemática é pro

porcional à abundância de seus problemas. Sem problemas 

não há pesquisa matemática. A força do pesquisador se a

plica a sua resol:1ção e acaba por descobrir novos métodos 
0 ounovos= "t>on:tos de vista que lhe permitem de�-oort:i:nâi rtõ:c-c> -

vos horizontes. É difícil, as vezes impossível, µrejulgar 

o valor de um problema; é apenas o proveito que as ciê{i

cias tiram de sua resolução ou que a Matemática tira de 

sua nao resolução, motivadora da criação de novos méto

dos, que permitem avaliar a importância de dado problema. 

Para ser atraente, um problema m�temático deve ser 
.., ,,.._. .. . - '' dificil, mas nao 1nabordavel, freq_uenternente de aparencia 
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simples; deve ser um verdadeiro guia que dirija 0 pesqui

sador através dos labirintos de idéias dispersivas e eng� 

nos as, levando-o a descobrir verdades ocultas e recompen

sando seus esforços com a alegria que lhe proporciona a 

descoberta da solução. Os matemáticos de todas as epocas 

se ocuparam com ardor da solução de problemas difíceis. 

Lembro, entre outros, a descoberta dos números irracio

nais feita pelos pitagóricos e guardada como terrível se

gredo, punível com a morte dos que o divulgassem. são ce

lebres os problemas geométricos da trissecção do ângulo,· 

da duplicação do cubo e da quadratura do círculo, o pri

meiro solúvel somente para certos casos particulares, e o 

segundo, equivalente a construção com rég1;.1a e comp asso da 
3 2, provada impossível no século passado. Ténnbém notável 

e o da divisão da circunferência ém p.::i.rtes iguais, com r� 

gua e compasso, que foi resolvida por Gauss ao provar que 

só se pode efetuá-la para partes iguais L:tijo número n se
h Ja da forma n = 2 Pi···Pk, os pi se,tJo numeros primos da 

fonna zP+l. 

Outros problemas conduziram ã criaçao de novos ramos 

da Matemática. Por exemplo, durante muito tempo procurou

se demonstrar o postulado das paralelas de Euclides, pois 
- ---· ·.· ->_t:--" __ ._,,. "·· .,. ---�-- -�--- <:< "'· 

-.: • ... _ ·-·-·· -:· ., 

parecia que ele devia ser um teorema;· logicamente dedutí

vel dos outros. Tentativa célebre nest.e sentido deve-se a 

Saccheri, que, por pouco, deixou de descobrir as geome

trias nao euclidianas. Partindooa negação de tal postul� 

do de Euclides, me.diante deduções lógicas procurou chegar 

a uma contradição que comprovaria a necessidade do postu

lado das paralelas. Jamais a encontrou, mas, mesmo assim, 

estava convicto que ele era a Única hipótese viável. O 
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primeiro matemático a admitir a possibilidade de outras 

hipóteses diferentes',fií de'Eucthfos, 'fJT Gauss, que iÍÍfe

lizmente, com receio dos beócios, não divulgou seus resul 

tados. Daí a glória da descoberta das Geometrias não eu

clidianas ser atribui da a Bolyai e a Lobatchevski, para a 

hipótese de existir mais de uma paralela, e a Riemann, na 

suposição de não existirem paralelas. 

São bem conhecidos os problemas que levaram Newton e 

Leibniz-à criação do Cálculo Diferencial e Integral; o 

problema das velocidades e o problema das .tangentes a uma 

curva. Relacionado com o Cálculo Infinitesimal tem-se ou

tro problema célebre, o da braquistócrona, que nasceu da 

rivalidade entre os 1rmaos James e Jean Bernoulli. Em 

1696, Jean Bernoulli, o mais moço, propôs o problema da 

braquistócrona e publicamente desafiou os matemãti:,:os do 

mundo a resolvê-lo. Consiste em achar a trajetória a ser 

seguida por uma partícula pesâda que cai de um ponto A p� 

ra outro B, nao na mesma vertical mas em nível inferior a 

A,de modo que o tempo para ir de A para B seja mínimo. Em 

hora a, solução dada pelo proponente seja mais elegante 

que a de seu irmao James, o método deste era mais geral e 

deu início a longa série de pesquisas que levou à criaçao 

do Cáhrulo da�,-��d.açÕes, como hoje é conhecida a parte 

da Matemática que trata de tal tipo de problemas de 111�xi

mos e mínimos. O cálculo das variações também resolve ou:;-

tro célebre problema, o dos isoperímetros ou de Dido, cu-

ja origem 
-

lendária. Conta-se 0 que Dido foi acolhida e por 

um soberano do norte da Ãfrica, e tendo. caído nas boas 

graças deste, conseguiu que se lhe desse tanta terra qua!!:_ 
ta pudesse delimitar com um couro de boi. Cortando tal 
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, 

couro em tiras ,extremamente finas, com ela delimitou .-uma 

area enorme, em f0.rma semi-circular com frente para o 

mar, onde se elevou Cartago. Realmente, é um arco de cir

cunferência que permite obter maior área para dado compri_ 

menta do arco. 

O problema de Kakeya consiste .-em achar uma regiao 

plana de area mínima com a "propriedade de Kakeya'': um 

segmento unitário pode ser deslocado contir.uat-nente na re

eião de modo que no final do movimento tenha sofrido uma 

rotaçao de 180° sbbreponcio·-s,:, à posição inicial mas em 

sentido oposto. Besicovitc:h provou que não existe tal re

gião de área mínima. Como as regiões consideradas por Be

sicovitch eram perfuradas, modificou-se o probl.ema, proc� 
rando-se ou um conjunto convexo ou um simplesmente conexo 

com a propriedade de Kakeya. Julius Pál provou que o me

nor conjunto convexo ê o triângulo equilátero de altura 

1. Pensar-se-ia que o menor conjunto conexo é o lin1.itado 

pela d!lt6ide (hipocicl[ide triciispide) de irea IT/8. Po

rem curva limitando região de área consideravelmente me

nor foi descoberta, independentemente, por Melvin .Bloom e 

I.J .Schoenberg em 1963. É uma curva estrelada que foi des 

cri ta por Schoenberg como se assemelhando ao lugar da ex

tremidade de um pêndulo de Foucault oscilando 10.000 ve-
l)�_ .. - ,,. ,.: 

zes. Sua are a e menor que IT/11. Definí1:rêlõ 'â consfà.nte K 

de Ka.keya como o Ínfimo das áreas das regiões simplesmen

te conexas tendo a propriedade de Kakeya, subsiste o pro

blema de achar K. Até hoje so se sabe que 

K � _5 - 2/2 II 24 

Um problema interessante nao so por sua importância 
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-� -:;I.�~- - , 

pür suas· aplíéa.çÕes práticas na teoria 

das comunicações, é o do empacotamento de n-esferas i-. 

guais no espaço euclidiano n-dimensional. Seja M o mnne-

ro máximo de n-esferas de mesmo raio tangentes a uma n-es 

fera dada igual às anteriores, mas que nao se intercep

tam embora possam ser tangentes. Sabe-se que M2 = 6, M1 = 

== 2. Para n = 3 se tem as esferas habituais do espaço tri:_ 

dimensional. Em 1694, sir Isaac Newton comunicou a David 

Gregory que M
3 

.,. "· ;. 

12, mas Gtegory afirmou que M3 = 13. R. 

Hoppe provou, 180 anos depois, que o valor de Newton era 

o correto. Embora só haja uma maneira de circundar um cír 

culo com seis outros iguais, existem várias maneiras de 

circundar uma esfera com 12 esferas iguais. Acredita-se 

que M == 24, mas talvez seja 25 ou 26. 4 Cota superior de 
tf • M pode ser n 

conclui que 

obtida 

M n nao 

de trabalho de Schlafh, do qual se 

supera o máximo inteiro contido em 

2fn-l (n) 

f · (n) , onde f (x) e definido por recorrência: n 

f (x) 
o 

1, f (x) 
Il 

fn_2 (x-2) 
-----dx 

X /x2-l 

Utilizando computadores, John Leech obteve M4 .� �ti��.-�S�.:. 

� 48°; M'6 � :ss't
1

"�/';_ 146, etc. o caso mais notável_ é para 

n = 8, onde se achou a seguinte estreita delimitação 

240 � M8 � 244 

A impossibilidade d-e resolução por meio de radicais 

das equações algébricas gerais de grau maior que 4 condu

ziu Galois à criaçao da teoria dos grupos, cuja importân

cia, nas aplicações, dificilmente pode ser exagerada: in-
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vadiu todos os ramos da Física, e seu uso na Geometria ê 
-�-;....,�'\.' ·-. 

de tal importância que levou Félix Klein a conceber uma 

·Geometria como o estudo das propriedades invariantes em 

dado grupo de transformações. Embora esta conceituaçao da 

Geometria seja atualmente muito restritiva, ela foi e con 

tinua sendo de importância enorme na evolução desta parte 

da Matemática. 

Os elementos de um grupo podem, eventualmente, ser 

gerados por um núme1:o finito de elementos, sujeitos a um 

número finito de relações. Juxtapondo-os e interPretando 

a juxtaposição como multiplicação no grupo, resultam as 

"palavras" (por exemplo, com os elementos a,b se podem 

formar as "palavras" a, b, ab, ba, aba, etc.). Dado um 

grupo G gerado por um numerG finito de elementos sujeitos 

a um numero finito de relações, o problema de decidir se 

uma dada "palavra'' nos elemento!> geradores é a identidade 

do grupo é conhecido como o ''problema das palà:vras". O 

problema das palavras é impossível no sentido de ser re

cursivamente insolúvel,como o mostrou Novikov em 1955, re 

sultando, daí, que uma coleção de outros problemas,· apa

rentemente significativos, são também insolúveis. Um de 

tais problemas é o de Burnside, que assim se formula: se 

G fo,:: unt" <grupo· gerado por um núm.ere finit:q i:lg .elemento!3 

. com a propriedade de existir um inteiro positivo n tal 
n - . 

que x = 1 para tctdo x do grupo, entao e G necessariamen-

te finito? Os grupos são finitos para n = 2, 3, 4 ou 6, 

mas Novikov anunciou, em 1959, que os grupos são infini

tos para n 72. Parece que Novikov ainda não publicou 

sua demonstração, podendo acontecer que contenha alguma 

falha que a invalide. 
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Ai:,'Teoria dos Números ê fertil em problemas sugesti

vos dirÍc.eis e nã;" resolvidos, de enunciados enganosamen-c 

te simples. Fennat afirmou que a equaçao de Diofante 
n n n - ... x + y = z e imposs1vel de ser resolvida para x,y,z,n 

inteiros positivos ·e n > 2. Foram as tentativas infrutÍfe 

ras de Kutíllner para provar esta afirmação que o levaram a 

criar a teoria dos ideais e ã descoberta do teorema da u

nicidade da decomposição dos números de um corpo ciclotô

mico em fatores primos ideais. Este teorema, após a exteE:_ 

sao que dele fizeram Dedekind e Kronecker aos corpos algi 

bricos quaisquer, tornou-se o ponto central da moderna t� 

oria dos números. Apesar do prêmio de 100. 000 marcos dei

xado pelo matemático Paul Wolfskehl, de Darmstadt, atê h� 

je não foi completamente resolvido, embora tenha sido de

monstrado para grande numero de valores de n. O próprio 

Kurrnner proveu ser ele verdadeiro para todo expoente n que 

seja um_ ,_número primo regular, conceito relacionado com os 

numeres de Bernoulli. E o prof. Mordell observou que ex1s 

tem muitas maneiras mais fáceis de ficar rico do que pro

vando .o Último teorema de Fermat. 

Em 1742, Goldbach aventou a hipótese de que qualquer 

inteiro par maior que 2, é sorna de 2 números primos, atê 

agora nãir dmons:t:;t�,a ou contradita. 

Euler provara que qualquer inteiro positivo ê soma 

de não mais do que 4 quadrados. Em 1770, Waring fortnulou 

sua conjectura: qualquer inteiro positivo é soma de, no 

máximo, 9 cubos, 16 quartas potências. A primeira parte 

foi provada somente no presente século XX, e a outra ain

da está em aberto. Também ainda nao se encontrou números 

perfeitos Ímpares (isto é, igual à soma de seus divisores 
- 24 -



próprios_. Por exemplo: 6 = l + 2 + 3 é perfeito). 

Durante ·tiiuito tempo se· procurou uma fÕrtnula que for

ne cesse o número de números primos � x. Uma primeira apr2_ 

ximaçao empírica satisfatória foi dada por Le gendre em 

1808. Outra, semelhant_e , foi dada por Gauss J
x

�� ln u º 

S e II (x) for o nume ro de numeras primos < x, o chamado ·teo 

r ema dos números primos e stabel e ce que lim U(x) l x/ln 
x = -, 

X �oo 

re sultado demonstrado pe la prime ira vez em 1896 por Hada

mard e de la Vallée Poussin, embora tal j a fosse conheci

do d e Gauss que o anotou na Última pagina de sua tá.boa de 

logaritmos. Melhor aproximação ê dada pelo chamado loga-

ritmo inte gral de x : li, (x) = J xldx , que dife re da de 
n X 

o 

Gauss apenas por li 2 1,04. Porém surgiu um problema: 

se e s empre II (x) > li (x)' ou s e a partir de um certo X 

se te m, tambêin, II (x) > li (x). Embora a primeira tenha si 

do verificada até X = 109 
, e la se inverte para x próximo 

7,705 e 1034 
de 10 1 º e

e 
numero este dito de Skewes. Em 

19?6, S.Lehm§I,µ melhorou considerave lmente est.e re sultado, 

mostrando que entre 1,53.10 11 65 e l,6.S.101165 existem 

. d 105ºº 
. . 

. 
( ) > 1 · ( ) mais o que _ · inteiros n para os quais II x i n . 

O número de Skewes foi considerado por G.H.Hardy como se� 

do o maior número que serviu a uma finalidade b em de fini

da em Matematica. 

A conj ectura de Polya de que depois do numero 2 exis 
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tem tantop, números com numero p-;•ir de fatores como com nu

mero Íiilpi3,r-, embora�'verifi·cadaaté' 800:0oô; e falsa para 

numeros próximos de 1,845 x 10 361 , este obtido experimen

talmente e com computadores. 

A mais célebre coleção de problemas nao resolvidos 

na época de sua formulação e devida a David Hilbert, que 

a apresentou em Paris em 190o;- no 29 Congresso Internaci� 
nal de Matemáticos. Hilbert sempre quisera fazer a defesa 

da Matemática pelo seu próprio valor, mas teve outra idé

ia: sempre refletira .sobre a importância de problemas pa.E_ 

ticulares sobre o desenvolvimento da Matemática. Seus es

tudos o levaram a uma lista contendo 23 problemas, o 19 

dos quais é a "Hipótese do Contínuo", de Cantor, que le

vou Zermelo a introduzir '.J "axioma da e3colha". Este axio 

ma suscitou aci-::-radas discus3Ões, havendo m2temâticos que 

se recusavam a admiti-lo. Em 1940, Kurt Godel provou ser 

a HipÓtE:se do Contínuo compatível com os postulados da te 

cria dos conjuntos de Zerrnelo-Fraenkel (inclusive o da es 

colha) , desde que esté!s sejam compatíveis entre si; e os 

trabalhos de Paul J. Cohen publicados em 1963 e 1964 de

monstraram ser a Hipótese do Contínuo independente dos 

postulados da Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel 

{entre os qua.�� sec.,j,o4�Jui o axioma da escolha). O 3Q é so· 
• .. _,_....,,,1,,i--c«•'."',S:,; 

· 

bre medida .de ârêas, volumes e equidecomponibilidade de 

figuras, sobre o qual Boltianskii publicou, recentemente, 

um livro. Alias, foi sobre este 39 problE:ma que se obteve 

o primeiro .resultado importante devido a um aluno de Hil

bert, Max Dehn, que mostrou (como havia sido conjectura

do por Hilbert) que um tetraedro regular não pode ser se� 

cionado em partes que, juxtapostas, formariam um cubo. O 
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69 refere-s.e a axiomatizaçao da Física. O 79, à transcen

dê�c:ia õ:u; · pê16 menos, irràcionalidade de certos números. 

Os primeiros numeros a serem provados transcendentes fo

ram os numeros e (por Hermite) e II (por Lindemann). Em 

1934, Aleksander Osipovich Gelfond provou que sem for nu 

mero algébrico diferente de zero e 1, n algébrico não ra-

. cional, mn e transcendente, confirmando a suposição de 

Hilbert. Mas surgiram novas questoes: se param e n trans 
n e IT cendentes, m e transcendente? (por exemplo, e ,e , etc}. 

O 89 é provar a conjectura de Riemann, de que os zeros da 

função ç(s) = 1 + 1/2 8 + 1/3 8 + 1/4 s + ••• têm parte real 

1/2, desde que nao seja inteiro negativo, ainda não foi 

resolvido. O cálculo dos 25.000 primeiros zeros por comp.2_ 

tadores, co nfirmam, por enquanto, a hipótese. 

A importância dos problemas apresentados por Hilbert 

e tamanha que, quando se pediu a Hermann Weyl resumir a 

história da Matemática na primeira metade do século XX, 

este disse que tal poderia ser feito simplesmente exami

nando os problemas de Hilbert que for:;un total ou parcial

mente resolvidos. E a ele se deve o rejuvenescimento da 

escola matemática francesa através das obras do grupo 

Bourbaki, cujo pai é, indubitavelmente, David Hilbert. 

Pr.o.J?Je.� ,.,,;;;pt,âyel ê o das quatro cores cuja primeira 
··-·"··· •• �•4Jf/cc?'7,;.,,._✓,;,'.-.W. :. •• e 

••• 

mençãO se de-ve -a Mo-ebius (18400) e to.rnado\.maís c.onhec-ido 

por Cayley. Consiste em provar que 4 cores bastam para 

pintar qualquer mapa, de tal modo que duas regiões adj a

centes ao longo de uma curva limítrofe, tenham cores dife 

rentes. Tal problema originou.enorme série.de estudos. 

Minkowski pensou ser elê de fácil demonstração, e tentou 

resolvê-lo em suas lições. Mas apôs algumas semanas de 
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pteleçÕes ainda não conseguira provânlo e, humildemente 

·'·êórifessõú iifa: K'ptl'inêi�â tentativa publicada d:,:demons"' 

tração é de A. B .Kernpe, em 1879, na qual foram descobe_rtas 

falhas por P.J.Heawood (1890). O argumento de Kempe, po

rem, provou que 5 cores .seriam suficientes. A partir de 

1890 foram feitas várias tentativas de resolução do pro

blema, e a seu respeito, G.D.Birkhoff formulou as seguin

tes alternativas: 1. A conjectura das 4 cores é falsa; 2. 

Pode ser possível achar uma coleção de configurações redu 

tíveis tal que qualquer mapa contenha uma delas, e a con
jectura estaria provada. 3. A conjectura das 4 cores pode 

ser verdadeira, mas exige métodos mais complicados para 

ser provada. 

Os mét'ódos para provar redutibi lidi:i.de foram descri

tos por Birkhoff em 1910 e, com mais detalhes, por Heesch 

em 1969 e, mais recen,temente, por outros para uso em com

putadores eletrônicos. E.F.Moore opinava pela falsidade 

da conjectura. Seu estudo moderno é feito através da Teo

ria dos Grafos. W.Haken, estudava em Kiel quando Heesch 

féz sua palestra a respeito da redutibilidade. Interessa

do, entrou em contacto com He_esch para saber das dificul

dades técnicas de uma conjectura deste e da possibilidade 

· dec,s��.av <;p1J1Putadores elettônieos. Em 197(} 1 Bees eh lhe 

comunicou um resultado não publicado, posteriormente cit� 

do corno fini tização do problema das 4 cores, que, ap'li e a.

do ao caso geral, fornecia 8900 configur�çÕes. Haken f-0i 

convidado por Heesch para trabalhar em seu projeto de um 

processo de eliminação para o e.aso getal; mas tal colabo

ração foi interrompida em 19 71 por se pensar que Shimamo

to tivesse· resolvido o problema das 4 cores. Em 1972, K. 
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Appel sugeriµ continuar o projeto pois achava exequ�vel_ o 

·•� n-e-cessâri'0 , .. trabalho com computador, - e em .. colahoraçã:o .. c:om_, ., .... ,.,. 

Haken, <1perfeiçoou seu proc.es.so dito de descarga, conse -' 

guindo reduzir o exame do problema a 1834 configi:iraçÕes, 

posteriormente diminuídas para 1482. Em julho de 1976, a

presentaram a redação final de seu trabalho, com 130 pági:_ 

nas, que parece ter finalmente resolvido o problema das 4 

cores pela afirmativa, que assim passaria de conjectura 

para teorema,. se as dúvidas surgidas recentemente sobre a 

validade da demonstração se revelarem infundadas. 

Outro problema é o das po.ntes de K3nigsberg. A cida

de de Kétnigsberg é atravessada pelo rio Pregel. Duas de 

suas ilhas sao ligadas entre si e as margens por 7 pontes 

a 

d 

e os habitantes de Konigsberg se indagavam da possibilid..! 

de de atravessar as 7 pontes i;le 1.!ína Única vez, até que E;!_ 

ler provou sua· impossibilidade .em 1736. Atualmente tal 

lema é resolvido como um exemplo na Teoria dos Grafos 
·:··•-e

= 

1 
e também na Topologia. 

··• . 

A primeira referência escrita aos quadrados latinos 

concerne ao problema de dispor as 16 figuras das cartas 

de um baralho (que tenha 4 figuras de cada naipe) em 4 li 

nhas e 4 colunas, formando um quadrado de modo que nen

huma linha, coluna ou diagonal contenha mais do que uma 

carta de cada naipe e de cada valor. Uma lista de suas so 
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luçÕes foi publicada elll ),7,23. Problellla semelhart(te concer

nente à, dispo�içãch:::<le 3â ditf-:iefais , de r6" .di;.ftê!riêííliJ!:ê,s. :.pb's t'éfs 

e 6 diferentes regimentos foi proposto por Euler ·em 1779, 

e provado impossível em 1900 por Tarry. O conceito de 

quadrado latino -foi desenvolvido por Euler, que o conside 
2 

-

rava como uma tabela ou matriz com n entradas de nele 

rnentos distintos, nenhum deles repetido em qualquer linha 

ou coluna da matriz. O inteiro n é dito a ordem do quadr� 
do latino. Cayiey mostrou que a tabela de multiplicação 

de tJIJ1 grupo e tJIJ1 q�adrado latino especial, b-0rdejâdo, di

to "Tabela de Cayley". O matemático escocês Mac Mahon ela 

borou a teoria dos quadrados latinos por gosto do parado

xo e desafio ã utilidade, julgando-a inútil e estéril pa

ra todo o sempre. Por volta de 1930, os quadrados latinos 

ressurgiram como tabelas de multiplicação dos quase-gru

pos e dos "loops" {quase grupo com elemento neutro) ( Uin. 

quasz grupo e um sistema algébrico (C, *), em que• para 

quaisquer a,b de a, sém�re e1"istem x,y em G, tais que 

a * x = b e y * a = b). Em 1935, Ruth Moufang mostrou a 

Íntima relação entre planos projetivos não desarguesianos 

e quas.e grupos. SÓ recentemente os quadrados latinos vol .;_ 

taram a atrair a atenção.dos matemáticos por sua imp orti� 

eia no estudo das estrutur;;is algébricas e na análise com-
_pr;.:=:·, ,.,.._ 

binatÓda (ell). partié:ul:.âr, no esttl<io das geometrias fini-

tas.) e por aplicações práticas na estati:stica, exper�men

tos agrários, códigos de detecção e correções de erros, 

etc. O estudo dos quadrados latinos ortogonais está rela

cionado com o tema dos planos projetivos finitos e proje

tos estatísticos de experimentação. Dois quadrados lati

nos L1 == li ªij IJ , L2 = U bij li em n símbolos (que se po-
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dem supor 1,2,, •• ,n) sao ditos ortogonais se todo par or-

- dénado -·de tais sofmbolos - ocorrer -exatúimE1m.te. .uma vez .entre 

os n pares (a .. ,b .. ). O 
. .-· 1J l.J 

existem quadrados latinos 

l 2 3 

2 3 1 

3 1 2 

menor valor 

ortogonais e 

1 

L2 2 

3 

de n para o qual· 

3; por exemplo 

3 2 

1 3 

2 1 

sao quadrados latinos ortogonais. Demonstra-se que para 

qualquer n � 3 Ímpar ou múltiplo de 4, existem pares de 

quadrados latinos ortogonais. Motivado pelo seu insucesso 

de r.esolver o problema dos 36 oficiais, L.Euler conjectu

rou (em 1782) nao e�istirem quadrados latinos para n = 

= 2(2k+l). Em 1900, G.Tarry provou não existir par de qu� 

drados latinos ortogonais de ordem 6 p�r enumeração sist� 

mat-i.ca dos casos possíveis de quadrados latinos. L.J .Pai

ge e C.B.Tomkins tentaram achar um contra-exemplo ã con

jectura de Euler constr1.1indo um par de quadrados latinos 

de ordem 10 partindo de um quadrado latino prefixado ger!: 

do ao acaso e usando o computador SWAC para procurar dire 

tamente um quadrado latino a ele ortogonal. Calcularam ne 
11 cessitar 4,8 x 10 horas de trabalho maquinal para cada 

quadrado inicial. Apesar de terem usado mais de 100 horas 

de tempo de computação, não conseguiram achar um par de 
.··,:<,;:._�,-<•"-"':> 

quadra.dos latinos ortogonàt"s- de oi-dem 10. Mas em 1959, R. 

C.Bose e S.S.Shrikhande conseguir am finalmente provar a 

falsidade da conjectura de Euler construindo um par de 

quadrados latinos ortogonais de ordem 22, quase ao mesmo 

tempo que E. T .Parker derivava construções por meio das 

quais, entre outras coisas, estava apto a obter um par de 

quadrados latinos de ordem 10, pondo fim a uma dúvida que 
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atormentará os 

quadrados 

matemáticos por quase 200 anos. A ob!=enção 
'-;. · ,·,-:; ,; �é.f':',/f"-_fit'�';fi;·�;";i'.�4Ifi",,;;:, :-p:.,·�·-•:.7'·)\s/,. �;: ·� ·\\S::'.:; .·::3(r,1: ! s:;..;,.J ','�"> '.{;_J";'f:.1;►,;�{t,A:; 

latinos ortogonais - de" ordelll 22 foi saudada 

como um novo triunfo da deduç�o matemática sobre a pesqui._ 

sa por computador. 

A existência de quadrados latinos ortogonais de or

dem 10 sugeriu outro problema que permanece em aberto: e

xistência de triplas de quadrados latinos de ordem 10 or

togonais 2 a 2. Em 90 minutos de trabalho executado por 

um computador ICT Atlas, não se conseguiram completar os 

arranjos necessários para dar prosseguimento ã resolução 

do problema, e tal tempo representa apenas a milionésima 

parte do necessário para completar a pesquisa. 

Julgo ter justificado a importância de problemas de 

aparência trivial ou recreativa para o desenvolvimento da 

Matemática. Também ficou ressaltada a importância cresce!: 

te, mas nern sempre decisiva dos computadores no exame da 

veracidade ou falsidade de hipóteses que podem ser decidi_ 

das pelo exame exaustivo de todos os c�sos possíveis: a 

dedução matemática continua sendo o métod� mais poderoso 

para comprovar ou desmentir conjecturas; Mas para eviden

ciar ainda mais a importância de problemas particulares, 

deixo mencionado que Weierstrass considerava como benévo

la disposição da Provtãên&ia têrf'�_ncontfa.dd, no :uii."'c±o de. 

sua carreira, um problema fundamental com o qual se dese::.:_ 

volver, o problema da inversão de Jacobi sobre funções e

lípticas. 

Tal como a dedução deve ser suplementada pela intui

çao, também o impulso para a progressiva generalização d� 

ve ser temperado pelo respeito e amor aos detalhes multi

cores, que dão vida e graça a Matemática. O problema indi 
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vidual nao deve ser degradado ã. categoria de ilustração 

especial dê Süblimês'��ifis- ·gera,is. ·Na·;;reali,dad.��;'t,eg,);'.k"" .... 

as gerais emergem da consideração do especf fico, e nãe 

':êm sentido se não servirem para esclarecer e ordenar os 

casos particulares. A este respeito cabe lembrar as se

gui�tes palavras de Jean Dieudonné: "Não existe "matemáti 

ca moderna" em oposição à ''Matemática clás'Sica", mas sim

plesmente uma iíni ca Matemática de hoje, que continua a de 

ontem sem descontinuidade apreciável e que, acima de tu

do, tenta resolver os grandes problemas que nos foram le

gados pelos nossos predecessores. Se, para tal realizar, 

os matemáticos foram levados a desenvolver novas idéias 

abstratas em número apreciável, é que estas idéias tornam 

frequentemente possível, por assim dize-r, concentrar luz 

no amago do problema e, eliminando detalhes incômodos, 

progredir com passos gigantescos em áreas consideradas i

nacessíveis há apenas 50 anos. Matamâticos que abstraem 

so pelo amor da abstração são, usualmente, med1ocres'1
• 

Enquanto trabalha o poder criador da razão, o mundo 

externo faz sentir sua influência, fornecendo novos fa

tos, .abrindo novas regioes, achando a solm;ão de velhos 

problemas e formulando novos. Os problemas são, para a �.ê.. 

temática, o que a observai;.ão é para as ciê.t!<::.ias, experirne3t 
tais: sua fonte de inspiração e motivªção, sua razão de 

ser, evitando que ela descambe.para um estéril jogo de p� 
lavras, uma pretenciosa e pomposa formulação do vazio, o 

nada em linguagem esotérica. 

Universidade Federal do Paraná 
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UM MÉTODO DE ENSINO DA MATEMÁTICA 

Durval Machado Tavares 

De início, 
-
e oportuno situar a posiçao do professor 

em uma comunidade. Assim: 

" (,;-

e o M u N I D A D E 

E s e o L A F 

1 1 
. 

1 PROFESSOR 

i 

ALUNOS 
1 

l l 

1 

Aprendizagem 
"" ... 

1 
PROFESSOR """'( _________ _.. · 

_ Ensino 

" 

A M I L I A 

PAIS 1 

FILHOS i 

ALUNO J 
Professor é aquele que professa. Professar é acredi

tar naquilo que se pensa e naquilo que se faz. 

O professor ajuda o aluno a aprender, a pensar, fa

zer, eriar. 

O ah.mo aceita a ajuda se confia no professor. Con

,.quistar essa confiança do aluno é ,_p,rimdrdi-al no :J=:-rab_alho 

do professor. A conquista dessa confiança depende funda

m'entalmente de: 

Conteúdo ariÍp lo e abrangente (conhecimento daquilo 

que se propoe a ajudar o aluno aprender). 

Iõrma, criatividade motivadora (método de ensino). 

Equilibrio que inspira segurançf (maturidade no pr� 

ceder). 
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f! inegável que esses três fatores interajam formando 

um todo qüe'''caracteriza 'ã 'pet!t�Ziâade do.;;p,z:o.f,es.sor. na 

harmonia e coerência dessas três partes teremos um todo 

estável, firme, cativante e admirado, ou seja, umprofes

sor bem quri'tificado. 

A interaç.ao entre conteúdo e forma se estabelece a 

partir do momento que definido e dominado amplamente o 

conteúdo, o profe.ssor cria uma maneira, um método que ca

racterizará o p,rocesso de ensino-aprendizagem, tendo sem

pre como "pano de fuiido" o equilíbrio e a naturalidade. 

CONTEÚDO. O conteúdo deve estar isento de idéias i-. 

nertes. Deve ser constantemente reavaliado pelas pergun

tas: a) O que ensinar? b) Por que ensinar tal tópico? 

c) Qual o valor desse conteúdo dentro de um contexto? 

d) Qual a sua utilidade? e) Qual o papel que representa 

dentro de um .todo? 

FORMA. Estabelecido o conteúdo, a etapa seguinte e a 

definição da fopma
3 

do método. É estabelecer :nespostas 

convincentes e coerentes para as perguntas: a) Como ensi

nar? b) Qual o modo mais simples para o aluno aprender? 

c) Qual a maneira de despertar no aluno o interesse cm a

prender determinado tôpico? 

A metodologia <¼dotada como forma de se ensinar: um de 

terminado conteúdo é, como sabemos, em i\Itiiiia Instànçia,' 

determinada por esse conteúdo. No entanto, a ausência de 

uma metodologia como forma de ensino compromete o aprendi:_ 

zado como um todo e deixa de ser balizante para o conteú

do programado. 

O MÉTODO MATEMÁTICO. De um modo geral, dentro da Ma

temática ocorrem duas situações: a) Elaboração de um con
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ceito, e b) Resolução de um problema. 

o fecho de quaI"<:j'üe+"Jê;';':if·situaçÕes deve ser u�i•�� 

flexão, onde se analisa, compara-se, avalia-se o que foi 

feito. Pergunta-se se o trabalho feito: a) Faz sentido? 

b) Induz a situações novas? c) É um caso particular? d) Ê 

uma generalização? 

Acreditamos que o caminho mais simples e, portanto, 

mais seguro no estudo de uma situação é do concreto para 

o abstrato, do particular para o geral. 

Partir de experiências simples, espontâneas, natu

rais, manipulando elementos familiares de uma maneira co

nhecida, e,. a partir daí, er.iar, fazer nascer algo novo, 

quer seja um conceito, quer seja a resolução de um probl� 

ma. Tudo isso, em UI!! clima de desafio., passo a passo, nu� 
ca perdendo de vista que a coparticipação do aluno e cru

cial. Afinal, ele é a razao de todo o processo. Manter 

sob controle o limite 'de ajuda ao aluno, pois: a falta de 

ajuda desorientará o aluno, fazendo-o perder o interesse; 

enquanto que o excesso de ajuda resultará em uma dependê� 

eia nociva e bloqueadora da capacidade criativa do aluno. 

ELABORAÇÃO DE UM CONCEITO. Na situação de elaboração 

de um conceito, induzir o aluno de uma maneira natural, 

quase .•ci�ê,Perc,ebida, para que junto com o. profgssor,. um 

pouquinho na frente, se possível, pressinta o fato novo. 

É o "sentir" nascer um novo conceito. A partir ,daí, pêdir 

e aceitar sugestoes para a definiçiÍo do conceito. Desta

car onde está a imprecisão de algumas definições sugeri

das, que por certo surgirão. É o momento propício para o 
- b. " . .:,_.:,_ 

. 

_1_ • • 

aluno perceber o que· e am 1,gu1,uu,w,;; e o que e cwf1,n1,r. Em 

seguida, formalizar a definição, obter novos exemplos, a-
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nalisar elementos se se enquadram ou nao como exemplos 

do conceito definíiio"l""'@lõtiseguir dos p-rôpr-io:s aluno.s,.novos 

,exemplos e contra-exemplos. 

Finalmente, situar o conceito em relação aos concei

tos j a conhecidos, se ele suscita novas situações, refle

tir se de alguma forma o conhecimento adquirido enrique

ceu o aluno, se acrescentou alguma coisa ..• 

RESOLUÇÃO DE UM PROBLEMA. Na situação de resolução 

de um problema, enunciá-lo de maneira clara e objetiva, 

para que o aluno o Compreenda e tenha interesse em resol

vê-lo. Do confronto entre o que o problema quer e o que e 

conhecido é que nasce o pJ..ano de resolução. 

Estabelecido o plano, sua execução torna-se natural 

e espontânea. Obtido o resultado, fazer uma análise da só 

lução. Se ê possível estabelecer outro plano .Se o caminho 

usado é, de fato, o mais simp les. Indagar sobre o signifi:_ 

cado do resultado. O que ele representa. Se o problema é 

um caso particular ou uma generalização dentro do contex

to. Finalmente, se ele acrescenta algo. Se de fato, "va

leu a pena" resolver o problema. Se a resolução "abre ho

rizontes" para novas técnicas e situações ••. 

ADVERTÊNCIA. É imp ortante frisar que por mais idea-

lista que um professor possa ser, por mais ideal que pos

sa ser um determina-do método no processo._ de "ensino-apre� 

dizagemfl, sempre haverá uma distincia, sempre haverá uma 

diferença entre o ideal e o real. 

Conviver com essa diferença, procurando sempre dimi

nuí-la, é, sem duvida, o que de mais importante existe p� 

ra a sustentação do equil_Íbrio, do crescimento da maturi

dade e da -roea"lização profissional do professor. 

Universidade Federal do Paraná 
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SEÇÃO DE PROBLEMAS 

Nesta seçao serão apresentados problemas a nível de 29 

grau, os quais poderão ser'vir como sugestão para a Olim

píada Estadual. 

1. Pede-se calcular o produto das diferenças entre um qua 

drado perfeito, n
2

, e os quadrados perfeitos m
2

, tais 
2 2 

que 1 < m <. n .  (Proposto pelo aluno Alexandre Macha 

do Kleis, da UFPR) 

2. Construir, com regua e compasso, um triângulo ABC, co

nhecendo o lado a, a altura relativa ao mesmo lado, 

h , sabendo-se ainda que a razão dos ângulos adjacen
a 

tes ao lado dado e 1 :2. (Proposto pelo Prof. A.Mcchon 

Costa, da,.JJF,PR) 

3. Admitindo·condiçÕes adequadas de divisibilidade, redu

za o máximo possível a expressao seguinte: 

4. Se o raio 

2 2 
a - b 

ab 

ab - b
2 

i 
ab - a 

percentual do aumento da área? 

5. Em um tetraedro (não necessariamente regular), duas a

restas opostas tem o mesmo comprimento m e sao perpen

diculares entre si. Além disso, cada uma delas e per

pendicular ao segmento de reta de comprimento n que u

ne seus pontos médios. Exprimir o volwne do tetraedro 

em função de m e  n. 
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6. Quando, dividimos f (x) 13 = x ·+ 1 por x - 1, qual o res-

to encontrado? 

7. Construa um ângulo de 159 com régua e compasso. Expli

que a construçao e justifique. (Olimpíada de Matemati-

ca do Estado de são Paulo - 1979) 

8. Sejam p e q numeras inteiros estritamente positivos, 

tais que 

p/q = 1 - 1/2 + 1/3 - 1/4 + l/.1°318 + 1/1319. 

Mostre que 1979 divide p. (XXI Olimpíada Internacional 

de Matemática - Londres - 1979) 

9. Um triângulo ABC tem base AB fixa sobre a re<lia•r, e o 

vértice C d.esloca-se ao longo de uma reta s, paralela 

a r e à distância h de r. Determine a curva descrita 

pelo ponto de encontro c!as três alturas do triângulo 

ABC, quando C percorre s. (I Olimpíada Brasileira de 

Matemática - 1979) 

10. Seja ABC triângulo isósceles, com ângulo em A igual a 

20° e ângulos em B e C iguais a 80°. Do ponto B condu

zimos uma reta formando 50° com BC e que corta CA em E 

e do ponto C conduzimos uma reta que forma 60° cotri BC 

e corta BA em D. As retas BE e CD cortam-se em G. Pe

de-se o ângulo D do triângulo DGE. 

11. Se 5 meios geométricQS são inseridos entre 8 e 5832, 

ache o quinto termo da progressão geotnêtrica. 

* * * * 

Os leitores sao convidados a enviar soluções para: 

Prof. Antonio Mochon Costa, Caixa Postal 1261� Curitiba 

(80 .000) PR. No próximo número publicaremos uma seleção 

das melhores soluções recebidas. 
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N O T I C I Ã R I O 

1. Em agosto de 1979 nosso consócio Aurélio Sartorelli, � 
tual Tesoureiro da SPM, foi aprovado em concurso para 

professor titular do Departamento de Matemática da Uni 

versidade Federal do Paraná. 

2. Em setembro de 1979_0 professor Jayme Machado Cardoso, 

titular do Departamento de Matemática da UFPR, foi a

provado em concurso para professor titular do Departa

mento de ·Desenho da mesma Universidade. 

3. No fim do ano passado regressou do Canadá o professor 

Carlos Alberto Picanço de Carvalho, do Departamento de 

Informática da UFPR, após ter obtido seu doutorado em 

Ciência da Computação na Universidade de Waterloo. 

4. De 5 a 7 de novembro de 1979 foi realizada na UFPR a 

I Reunião Regional da Sociedade Brasileira de Matemáti 

ca em Curitiba. Além de mesa redonda sobre "Matemáti

ca - Ensino e Pesquisa", foram proferidas as seguintes 

conferência�: 1) Influê�cia dos problemas sobre a Mate 

mâtica (Leo Barsotti, UFPR), 2) Um problema de cálcu

lo, sua':fiJ:ttõria e algumas questões em aberto (August� 

José Maurício Wanderley, UFRJ), 3) Atuação da SBM no 

ensino da Matemática de 19 e 29 graus (Elza F. Gomide, 

USP), 4) Aplicaçoes da Matemática à Biologia (Cyro de 

Carvalho Patarra, USP), 5) Equações diferenciais fun

cionais (Walter de Bona Castelan, UFSC), 6) Curvas ge� 

dés icas (Antonio Carlos Asperti, USP), 7) Método Mate

mático (Dm::val Machado Tavares, UFPR). 
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5. Foi reali.,.�a.do em Curitiba de 4 a 9 de maio de t�J�O, -� 

19 Encontro Nacional de Matemática dos Centros Fede

rai s de Educação Tecnológica e Escolas Técnicas Fede

rai.s. 

6. Em desastre aereo ocorrido no p.ia 11 de abril de 1980, 

na cidade de Florian�polis, faleceu o Prof. Walter de 

Bona Castelan, do Departamento de Matemática da UFSC. 

7. Em abril de 1980 foi nomeado para diretor do Setor de 

ciências Exatas da UFPR nosso consócio Sérgio Ricardo 

Schneider, que substitui o professor Orlando Silveira 

Pereira, também sócio da SPM. 

8. Em abril de 1980 foi nomeada para dirigir o Instituto 

de Matemática, Estatística e Ciência da Computação da 

Universidade Estadual de Campinas, a professora Ayda 

Igne z Arruda, sócia de nossa Sociedade, de cuja Di re t� 

ria foi Presidente. A professora Arruda substitui o 

professor Ubiratan D'Ambrosio, sócio da SPM. 

9. Será realizada pelo Departamento de Matemâí::ica e pelo 

Núcleo de Estudos clc Matemática da Universidade Catôli 

ca do Paraná, de 26 a 31 de maio de 1980, a Semana da 

Matemática. Na programaçao constam várias conferên

cias . 

. A"'Sociedade Brasileira de Matemãtica realizarã ém sê'"

tembro de 1980 a II Olimpíada Brasil�ira de Matemâtica 

para alunos do 29 grau. No Paraná a prova serã realiza 

da em Curitiba. 

11. A SPM realizará no dia 5 de julho de 1980 a I OlimpÍ� 

da Estadual de Matemática, para alunos do 29 grau. Aos 

três melhores alunos serão concedidos prêmios oferta

dos pela Secretaria de Educação, Banco do Estado do Pa 
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r anâ e .. lf.�12lJ?;tR.. 
12. Partíciparao, tamb ém, da I Olimpíada Estadual de Mat� 

mãtica, alunos da cidade de Imperatriz, MA, "Campus" !':_ 

vançado da UFPR. A Prefeitura local fornecerá ao pri

meiro colocado naquela cidade, como prêmio, uma passa

gem aérea Imperatriz-Curitiba-Imperatriz. 

13. Será realizada na segunda quinzena de julho de 1980, 

em Recife, PE, a VI Escola de Álgebra. Informações com 

o professor. Israel Vaisencher do Departamento de Mate

mática da UFPE. 

14. Será realizada em Mar del Plata (Argentina), de 28/7 

a 8/8 de ·1980, a V Escola Latinoamericana de Matemáti

ca. Informações com o Dr. Miguel Herrera do Instituto 

Argentino de Matemática (Viamonte 1636, Buenos Aires 

1055 - República Argentina). 

15. O Boletim da SPM será publicado duas vezes por ano. 
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PUBLICAÇÕES A VENDA NA SOCIEDADE PARANAENSE DE MATEMÁTICA 

INTRODUÇÃO A TEORIA DAS TTJNÇÕES 

por Richard Courant 

(Tradução de Leo Barsotti) 

* * * 

TEORIA ros mNJUNTOS E ESPAÇOS MÉI'Rims 

por E.H.Spanier 

(Tradução de Newton e.A. da Costa) 

* * * 

ALGEBRE liOMJLOGIQUE 

por Jean P. Lafon 

TTJNDAMENTALS OF BANACH ALGEBAAS 

por Kenneth Hoffman 

* * * 

Preço de cada exemplar: Cr.$ 100,00 


