
O PROCESSO DE PASSAR AO LIMITE 

Josef K. H. Dortmann 

O processo de passar ao limite, ou a convergencia, 

pode ser descrito em termos muito gerais. Na realidade, é 

perfeitamente possível construir uma teoria de limites u­

sando somente o conceito de vizinhança de um ponto. Uma 

vez definida a convergencia, conceitos como conjunto aber 

to, fecho, fronteira, etc., podem ser introduzidos e defi 

nidos em termos de convergência. A seguir, ,:;e por exemplo 

o espaço é um espaço vetorial como Rn, a sua estrutura al

gébrica pode ser usada para definir soma e produto de li­

mites. O processo é bastante geral e, por isso, mostra a

natureza do conceito de convergência que, na reta R e em

Rn, é oculta pela abundância de resultados e detalhes. 

Nosso objetivo é mostrar que a idéia de convergencia 
- - . . e un1ca, ou seJa, que noçoes como a continuidade de uma 

função em um ponto, de limites de. funções e limites de se 

quencias sao casos particulares de um. sp conceito. Para 

alcançar este objetivo, não hâ necessidade de seguir o 

processo acima descrito. A vizinhança de um po nto pode 

ser definida em termos de conjuntos abertos. Desta manei­

ra, vamos desde j â supor que está definida a estrutura to 

polÓgica do - n espaço que, em nosso caso, e o espaço R o

trabalho agora é mais simples e. se restringe ã àt;:,Criçao 

de um fenômeno conhecido em êspaçó conhecido, mas em ter-
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mos talvez novos. 

,.,-: O problema dà descrição de ê'./i�âços mais ge."tâ'is'"êpiâ d' ::,-

pn (espaços topológicos) em termos de convergência foi r� 

solvido por E.H.Moore e H.L.Smith em 1922. Um pouco mais 

tarde, H.Cartan desenvolveu uma teoria que se mostrou e­

quivalente à de Moore e Smlth. Além de resolver o proble-

ma acima citado, eles unificaram e generalizaram as teo­

rias de limites existentes na época. 

NOTAÇÕES 

Usamos ·a notaçao habitual da teoria dos conjuntas. 

Os símbolos R-, Rn e N indicam, respectivamente, o conjun­

to dos números reais, das n-uplas de números reais e dos 

núm�ros naturais. 

Uma família de elementos em X com Índices em um con­

junto L é uma função A : L .--➔ X. Eru vez de A(a) escreve­

, mos A • A família será indicada por {A :a E L }, Geràlmen-. 
CI. CI. 

te o contradomÍnio da funç.ão A é um subconjunto do conj u!!. 

to das partes de um certo conjunto dado. Se X é um conju.!!. 

to, P(X) representa o conjunto das partes de X. Se, por e 

xemplo, a função V: N --➔ P(N) é definida por V(p) = V =

p 

= -fo E. N:p �n}," então v
10 

= {11,12,13, ••• }. 'Re'presertta-

remos a família 

do pela função 

{Vp:p EN} por VN. Um outro exemplo é da­

B : N --> P (R) , definida por B = {b-1 /n 
n '

b+l/n) com b € R. Representaremos B por n B(b,1/n). A famÍ

lia Bb = {Bn:n EN} é a família dos intervalos abertos de

centro em b e raio 1 /n. Analogamente, em Rn a família Bb
representa a família das bol1u,

.s 
abertas· de SE/J,n1:ro em b e
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raio 1/n, com 

família Bb O = 
' 

n EN. Uma outra fam.Ília de interesse é a 

+} 
+ -

{B
0

:o é R com B
0 

= (b-ó,b+o) e onde R e

- . . . . n o conjunto dos numeras reais positivos. Em R a mesma fa-

mília representa a coleção das bolas abertas de centro em

b e raio o.

Um conjunto A é aberto quando para cada um de seus 

pontos b existe B0 C A. Uma vizinhança Vb de um ponto b é

um aberto que contém b. A família das vizinhanças do pon­

to b sera indicada por Vb.

O conjunto R U{-oo,+00} é a reta estendida Rº . Se b 

é elemento de R, os intervalos (-00,b) e (b,+00), considera 

dos como subconjuntos de R0
, são vizinhanças de -00, e +oo, 

respectivamente. A família das vizinhanças de +00 serâ in­

dicada por V 00
Um ponto b é ponto de aderência de. X quando Vb () X -:/: 

# 0 para toda vizinhança Vb. O conjunto dos pontos de ade

rência é o fecho X de X. Se (Vb - {b}) n X#� para todo

Vb, então b é um ponto de acumulação de X. O conjun to dos 

pontos de acumulação de X é o conjunto derivado X' de X. 
o 

Mostra-se que X =  X U X'. Observemos que em R ,  os elemen 

tos -00 e +oo sao pontos de acumulação de R C R
º , e que o� 

lemento +oo = oo é ponto de acumulação de N C Rº
. Um ponto 

b E. X é ponto isolado de X quando existe uma vizinhança 

Vb, tal que Vb 
() X =  {b}. Para todo b E X, ou b é ponto

de acumulação ou b é ponto isolado de X. 

Um conjunto A é aberto em X quando existe aberto IC 

C Rn tal que A = I () X. Os abertos em X podem assumir for 

mas pouco ortodoxas, dependendo do conjunto X. Se, por e­

xemplo, X é o conjunto dos números naturais N e n EN, en 
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tao (n} é aberto em R,' J?Ois f'1$_1:i,\0 
es�g} .. h�f '-- I.'"' .(p.::-1!:n:}) 

(que é aberto em R) e temo� que {n} = I f'I N. Desta manei-

ra, os conjuntos Vp da família VN são abertos em N. Se X

é aberto em Rn, os abertos em X são os subconjuntos de X 

abertos em Rn. 

Se b € X, entao Vb f""I X = {Vb n X:Vb € Vb} indica a

família das vizinhanças do ponto b no conjunto X, e 

vb - {b} representa a família {Vb - {b}: vb E\-\}.

I. DIREÇÕES

Definição _I. 1. Uma família A= {A :a. G L} de subcona 
juntos 

(1) 

de X é uma direção em X quando: 

f � para todo a E._ L; 

(2) se a,B� L, entao existe y €. L tal que A está con
y 

tido em A
o. 

í) A
/3

. 

É uma consequê�ciad_ireta da definição I. 1 que a in-

terseção de um numero finito de elementos de uma direção 

e conjun to não vazio. 

Notemos que o conjunto de Índices L pode ser fi nito. 

Se, por exemplo, A= {A}, então A e uma direção. A famí­

lia B 1 í\ X é uma direção em X = (O, 1). Para todo b é R, 

as famílias 1/
b

' é· B
b 

scao di?reções em R. 

Definição I. 2. Uma direção A = { A :a E. L} em X con ....a 
verge para o ponto b se, e somente se, para todo Vb é. Vb,
existir Aª E. A tal que Aª e vb n x.

Para indicar que a direção 

mos A--➔ b. 

converge para b escreve 

É facil verificar que em R�: (i) VN -->-00; (ii) as fa 
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mílias vb e Bb. cotwergem para b_; (i�i) se b €-X, entao as 

direções Vb n X, Bb í) X, Vb - {b} e .·8i, - {b} convergem p� 

ra o ponto b; (iv) a direção A= (0,1/n) U (2,2 + !_) n nao e 

convergente. 

Se X= (0,1) U {2}, então 2 é ponto isolado de X e 

B2,0--)'- 2, pois dado v2 basta escolher B0 = B1 e resulta 

B1 í'l X = {2}, que é subconjunto de v2• 

Em todos os exemplos verifica-se que o ponto de con­

vergência, quando existe, é Único. Isto sempre acontece 

em Rn e deve-se ao fato de que dois pontos distintos b e 

e podem ser separados por vizinhanças disjuntas. Em ou­

tros termos: se b ,c € Rn e b I c, entÊÍ.o existem Vb e V e 
disjuntas. 

Prop�ição I. 1. Uma direção A = 

convergir para dois pontos distintos. 

{A :ct E L} não 
a 

Demonstração. Suponhamos que A--';#' b e A--> e, 

b I c. Então existem vb e vc 
com vbn vc (/J. A --J- b 

plica que existe A E: A com A C Vb; A--"), c implica a a 
existe A

6 
€ Ã com AS C V c. Mas neste caso Aa (1 AS = 

A não pode ser direção li 

pode 

com 

im-

que 

ti e 

Se A é direção em X e f:X --� Y, entao a imagem da 

fan{ília A pela f · é uma direção em f (X)., Para demonstrar 

esta afirmação precisamos de duas 

direta de uma função, a saber: 

propriedades da imagem 

(i) 

(ii) 

Se AC B, então f(A) C f(B), 

f(A f) B) C f(A) f1 f(B). 

Seja, agora, A = {Aa:ae, L} uma direção em X e f:X -�Y. 

É claro que se A € A, então A -+ </J e f(A ) + (). Além a a a 
disso, f(A) .é subconjunto de f(X). Para todos a e$ dei a 
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existe y € L, tal que A C:. Aa n fif Então, f{A ) estã con 
:'{ ... ,. "' ; y 

tido em f(A () A
8

) C f(A ) () f(A ) . Sej; f:[0,2]--► R da-a. . o. B . 
da por 

f(x) x se E [0,1] 
f(x) x+l se x E (1.2]. 

Temos que B 
1

- 1. Se 

B = (1-1/n,l+l/n), então 
n 

f(B) e igual a união n 
(1-1/n,í] U (2,2+1/n). 

A direção f(B1) nao con 

verge em f(X). 

Estamos agora em con 

diçÕes de definir a conti_ 

nuidade de uma função em 

y 

� - - - :/ 
1 

1 .  

X 

o 

um ponto. A definição é importante, pois engloba também a 

passagem ao limite nas suas diversas fonnas. 

Definição I.3. 

somente se, f (llb '1 X) 

X quaqdo for contínua 

f: X 

-->-

em 

-->- y € 

f (b). A 

todos os 

·contínua ere b E: X, se,e 

função sera contínua em 

pontos de X. 

Seguindo um costume bastante difundido, escreveremos 

f{\/b) em vez de f(Vbf"') X). Subentende-se, entao, que as 

vizinhanças Vb _são viz�nha�ças em X. 
" ., ... .,, ... -� � 

Notemos qué· f(Vb) -.::.► "f(b)' s:i'gnifica que para todo 

Vf(b) existe Vb tal que f(Vb) e vf(b), o que é a conhecit: 

da definição de continuidade de uma função em x = b. 

Vejamos alguns exemplos de funções contínuas. Se 

f : X -->- Y é função constante definida por f(x) = c, en­

tao ela é contínua em X. Pois, para um ponto bE X temos 

que f(Vb) {f(Vb):Vb E. Vb} ={{e}}-->- c = f(b). Também 
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é contínua a funiio id;�tidade i 

pois i(Vb) = i/b -➔ b = i(b). 

X -+ X- cóm f(x) = x, 

Seja f X-->- Y e se-

ja b ponto isolado de X. En 

tão fé contínua em b. Sen­

do b ponto isolado de X, P2. 

demos escolher Vb tal qu� 

vbn X = {b}. Seja agora A= 

= {Vb:vbn X {b}}. Evi-

dentemente, A --.► b e 

f(A) = f{Vb :Vb (1 X {b}} 

= f{{b}} = {f(b)} --:,,- f(b). 

y 

o 

/: 
o X 

{b} 

Isso mostra que, qualquer que seja o valor escolhido para 

f (b), a função f será continua em x = b. 

II. SUBDIREÇÕES 

A definição da continuidade de uma função em um pon­

to e dada em termos da família das vizinhanças do mesmo 

ponto. Esta família é realmente "grande'' e um dos objeti­

vos da introdução do conceito de subdireção é a substitui 

çao de Vb por outr�s famílias, llme1:!'9res" e de manuseio 

mliis fãcif. tambéh;''a:'·noção de subseqti�ncia encontra suá 

expressão mais natural em termos de subdireçÕes. 

Definição II .1. Sejam A= {A :a.e:L} e B = {Bi:13€.M} 
a P 

direções. Dizemos que B é subdireçâo de A quando para t2_ 
do Ao.E.;\, existe B

f3
€. 8 tal que B

8
c A

0
• Neste caso es­

crevemos A t--- B. 

Se A e_ B , então Bt--- A • Pois temos que p,ar.� todo 
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A e A , A E B e sendo B uma direção, existe B em B tal a a 6 
que If C: A • Da deftffição '. áas famílias Bb e Vb resulta que 

uma é subdireção da outra, ou seja, Bb t---Vb 1---.Bb. Com 

relação a subdireçÕes mostra-se ainda o seguinte: 

(1) Se AN é direção em N, AN 1--- N e A
p 

t---AN, entao 

A e subconjunto infinito de N. 

(2) Se A e 13 são direções em X com Bf---A e f X -->- y, 
então também f (B ) t--- f (A ) . 

Proposição II.l. Seja A direção. A-->- b se, e somen­

te se, A t--- V b. 

Demonstração. Se A-->- b, entao para todo Vb E v' b, .::. 

xiste Aa E A tal que Aac Vb, e concluímos que A 1--- V b. 

Reciprocamente, seja A1---l/b. Para todo Vb € V 
b 

existe 

A:a C Vb. Pela definição da convergência resu.lta ,4--► b !li! 

No que diz respeito a continuidade, podemos agora 

substituir a família Vb pela fa�Í},�:ª �b. Pois de Bb i---

1--- V t---- 13 
b b resulta que f(l3 b) )---- f ( V b) t--- f ( B b) e 

a_proposição II.l permite concluir que f(Bb) -->- c se, e 

somente se, f (V b) -->- c. Vejamos um exemplo: Uma função 

f: X-+ Y não é contínua em b e: X quando existe Vf(b) 

tal que para tocl_p_ Bw�=- Jt1,. se .V:,:.t"lJ�c� que f(�n) �.Yf(b). 

Consideremos a função f: X -+ Y com X = [o,2] e f defin-� 

da por f(x) = x se x E [0.,1], f(x) = x + 1 se x E (1,zf. 
Sendo Bn 

E. 81, o intervalo (1 - ¼, 1 + ¼) e subconjunto 

de X e temos que f(B ) = (1 - _nl, 1]· U (2, 2 + !.) para t_o 
n n ' 

do n. Escolhendo agora Vf(l) = (0,2), é Óbvio que f(B
n

)<,: 

<t- vf(l) 
e a f nãopode ser contínua .em X = 1. 
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/ 
f (B ) n 

o 

III. LIMITES 

--( _/: 

B n 

X 

Pequenas modificações na definição de continuidade 

de uma função em Ull) ponto. caracterizam o limite da função 

e também de sequências, como um caso particular da conti­

nuidade. Os casos de limites infinitos, no infinito e li­

mites de sequências se enquadram naturalmente. 

Os dois problemas que apresentamos a seguir sao pro­

blemas básicos dos limites de funções. 

(1) Seja f· : X "'* ·Y- e b € X'-X. Exí'sfe F : X U {b }-->- Y 

tal que F(x) f(x) para todo x €. X � F contínua em x = 

= b? 

(2) Seja f : X -+ Y descontínua em x = b. Existe função 

F :  X-,-+- Y, tal que F(x) = f(x) para todo x€ X - {b} e 

F contínua em x = b? 

Se a resposta a primeira pergunta ê afirmativa, en­

tao podemos estender a função f continuamente ao P;5?p.to b 
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de X' -;- X. A solução do segun�o problema abre a possibili 

dade dé redefinir á'-função f ri.o ponto x = b, de taf"'�ci�'·;.> 

que a nova função F se torne contínua neste ponto. Em am­

bos os casos, o valor da função F no ponto b, se existir, 

ser a chamado limite da função f no ponto x = b. 

Examinando o primeiro problema, fica claro que a con 

<lição de continuidade da F em x = b exige que F( V
b

) seja 

convergente. Mas b i X e f (x) f (x) para todo x E X per­

mitem identificar f(Vb! co� F(-llb). Se agora f(V b) conve.E_ 

ge para o ponto e, entao basta por F(b) = c e a função F 

satisfaz as condições do primeiro problema; isto é, F(x) 

ê igual a f (x) para todo x € X e F ê continua em x = b. 

No segundo problema, observemos que f descontínua em 

x = b quer dizer que a direção f ( V b) nao converge para 

f(b). Mas p ode muito bem acontecer que f( V
b 

- {b}) seja 

convergente. Se f( v' b - {b}) --► c, então a exigência da 

continuidade de F em x b impõe de novo a escolha F(b) = 

= c. 

No primeiro problema, exigir a convergência de f (1/b) 

e equivalente a exigir a convergência de ·f( V b - {b}), 

pois b ef. X. Nos dois casos, a convergência da direção 

f( \/b - {b}) resolve o problema. Temos, então, a seguinte 

definição. 

Definição III.1. Seja f X --> Y e b € X' • A funça0 

f possui limite no ponto x b se, e só se:, f(v'b - {b}) é 

convergente. Se f(v'b - {b}) --> c, entã; e ê o limite da 

função f no ponto x .= b e escrevemos li� f (x) = c. 

A unicidade do limite, quando existe, é garantida p� 

la proposição I.l. 
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Uma função pode nao ter extensao contínua no ponto 

b e. x'-x. Seja 
+ 

X =  R e f X --+- R dada por f (x) = 1/x. 

Então O€ X' - X e 'Bo n X -->O.Mas, para todo nEN e 

B e B o' temos B n X= (0,1/n), f(B) = (n,oo) E. VN e n n n 

f (8 ) -->- 00• A função f não possui limite em x ::: O. o 

No processo de passar ao limite, a condição de que b 

seJa ponto de acumulação de X é essencial. Pois se b não 

e ponto de acumulação de X, necessariamente e ponto isola 

do de X e f( Vb) pode convergir para qualquer ponto. 

Não hâ necessidade de reformular a definição III.l 

para o caso de limites no infinito e limites infinitos. 

Se f Rº -->- R, então oo e ponto de ac�mulação de R C Rº. 

Neste caso, lim00f(x) = b significa que para todo V
b

, exis 

- + o 
te V00, tal que f(V,) C Vb. A funçao f:R C R -� R dada 

por f(x) = 1/x é um exemplo. Se V =  (a,00), entao f(V) = 

= (0,1/a) para todo aE. R. Resulta que f (V ) --> O e 00 
lim f(x) = O. Da mesma maneira, lim f(x) = 00 quer dizer 00 

que f ( V - { b }) -+ oo ou, b para todo V E. V 
00 

existe Vb tal 

que f( Vb - {b}) e V00• 

O limite de uma sequência também se enquadra na defl 

nição 111.1. Uma sequência em X é uma função x : N --+ X, 

Em vez de 

por (x ). n 
C R

0
• 

x(n) escrevemos X • A sequência sera indicada n 
Observemos que oo é ponto de acumulação de N C 

Dizer que a sequência (x ) tem por limite o ponto b n 
(escrevemos x -->- b), significa que para toda vizinhança n 
Vb existe V tal que x(V n N) --► b. Mas V n N e um con 

00 00 00 

junto do tipo V E: V
N 

e x(V n N) --+- b quer dizer que da 
p co 
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do Vb, existe p EN tal que, se n � p, entao xn E Vb. 

·.,(e.Sê A
N 

é subdireç;b de VN, entã&.-:o Jd1._iu�tÓ ·o ;;uí\;, .,. 

com. Ap € A N é subconjunto infinito de N e possui 00 como 

ponto de acumulação. Seja, agora x : N --),. X urna sequen-

eia, A N 1--- V
N 

e D = U A , A eAN • 
p p 

A restrição x 
J D de 

D em X define uma subsequência da sequência (x0). A 

proposição II. 1 permite afirmar que uma sequência conver­

ge para um ponto b se, e somente se, qualquer subsequê� 
eia dá sequência dada converge para o mesmo ponto b. 

IV. CONVERGÊNCIA E NOÇÕES TOPOLÓGICAS 

Todas as ·noções topológicas do espaço Rn podem ser 

expJSessas em termos de limites de sequências. 

Se x : N -->- X e lfilla sequência convergindo para b, 

então x( V N) e direção em X e, pela proposição II .1 resul 

ta que x ( ti N) !--- V b • 

Proposição IV, 1. Um ponto b é ponto de adetênJê':i:a "de 

X se, e só se, existir sequência (x ) em n X, com x --'>- b. n 
Qemonstração. Se b €. X, então B n X f <1J n para todo 

BnE. 8b. Para todo n € N e todo_BnEBb, escolhemos X n em 

B . A sequência x -,..._ b. Reciprocamente, se x -➔ b, en 
n n n 

·t"i;;, x( V N) é direção em X e x( '/ NJ'-'"'�'❖b'; '··Pda. p.cropo.si ç,io 

II .1 temos que x( V N) t-�-v'b . 
Logo, para todo V E. V e. -· 

b b 

xiste x{Vp) e. Vb. Temos que x(Vp) () X C: Vt/1 X e Vb() X f. 

,�. 
-

Da mesma maneira mostra-se que b e ponto de acumula-

çao de X quando existe uma sequência (x ) em X - {b}, con n 
vergindo para o ponto b. 
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Proposição IV.2. Seja f :  X --> Y, b € X e (x) -se­n 
quência em X convergindo para b. A função fé contínua em 

b € X se, e somente se, f(x ) --� f(b). 

Dernonstraçã5:_. Seja f : X-->- Y contínua no ponto b e 

x
n 

-->- b, Então x(VN) í--- \/b e f(x( V
N

)) t--- f( Vb), Co-

rno f( Vb) -->- b, ternos que f(x( V
N

)) converge para f(b) e 

f(x ) ---'> f(b). Para mostrar a recíproca, suponhamos que 
n 

f não seja contínua em b€ X. Isto quer dizer que existe 

V f (b) tal que para todo B
n 

E. B b se verifica que f (B
n

) rj:. 

(/_ Vf(b)
' Para todo n €. N e todo Bn escolhemos x

n 
lê, Bn 

tal que f(x
n

) � Vf(b)' Isto define urna sequência (x
n), 

x -� b, mas f (x ) --f-,,. f (b) • 
n n 

Não ha mais dificuldades em exprimir os conceitos 

restantes em termos de limites de sequências. Assim, por 

exemplo, mostra-se sem dificul�ades que: 

(1) Um ponto b pertence a fronteira de X quando é limite 

de urna sequência em X e limite de urna sequência em Rn-X. 
- n n -(2) X e denso em R quando todo ponto em R e limite de 

sequência em X. 

A definição de limite é, evidentemente, um caso par­

ticular da continuidade de uma função f : X--► Y em um 

ponto b E X. Mas, o que determina a continuidade da f é a 

direção f ( V b) em Y. Se pensarmos na função f como um dis 

positivo que serve para definir direções em Y, então é Ób 

via que a continuidade também pode ser considerada u.m ca­

so particular da convergência de direções. 

Nada impede agora devolver às definições o seu aspe� 

to usual e aproveitar as operaçoes para obter todos os re 

sultados da convergência em R. 
n 

- 13 -



R E F E R E N C I A S 

1. CARTAN, H. - Théorie des filtres. Comptes Rendus Paris 

205 (1937). 

2. DIEUDONNÉ, J. - F'oundations of modem analysis. Acade-

mic Press, 1960. 

3. DUGUNDJI, J. - Topology. Allyn and Bacon, 1976. 

4. KELLEY, J.L. - General- -topo Z-ogy. D.van Nostrand, 1955. 

5. MC SHANE, E. J. - A theory of limi ts. Studies in modem 

anaZ-ysis. Math.Assoc.America, 1962. 

6. MOORE , E.H & H.L.SMITH - A general theory of limits. 

Amer.J. 11ath. 44 (1922). 

Universidade Federal do Paraná 

- 14 -


