O PROCESSO DE PASSAR A0 LIMITE

Josef K. H. Dortmann

O processo de passar ao limite, ou a convergencia,
pode ser descrito em termos muito gerais. Na realidade, &
perfeitamente possivel construir uma teoria de limites u-
sando somente o conceito de vizinhanga de um ponto. Uma
vez definida a convergencia, conceitos como conjunto aber
to, fecho, fronteira, etc., podem ser introduzidos e defi
nidos em termos de convergencia. A seguir, se por exemplo !
o espago € um espago vetorial como Rn, a sua estrutura al
gebrica pode ser usada para definir soma e produto de li-
mites. O processo e bastante geral e, por isso, mostra a
natureza do conceito de convergencia que, na reta R e em

Rn, e oculta pela abundancia de resultados e detalhes.

Nosso objetivo & mostrar que a ideia de convergeéncia
€ unica, ou seja, que nogoes como a continuidade de uma
fungao em um ponto, de limites de fungoes e limites de se
quencias sao casos particulares de um sp conceito. Para
alcancar este objetivo, nao ha necessidade de seguir o
processo acima descrito. A vizinhanga de um ponto pode
ser definida em termos de conjuntos abertos. Desta manei-
ra, vamos desde ja supor que esta definida a estrutura to
pologica do espago que, em NOSSO €aso, € O espago Rn. 0
trabalho agora & mais simples e se restringe a descrigao
de um fenomeno conhecido em espago conhecido, mas em ter-
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mos talvez novos. )

0 problema da descrigao de espicos mais gerais ‘que o
Pt (espagos topologicos) em termos de convergencia foi re
solvido por E.H.Moore e H.L.Smith em 1922. Um pouco mais
tarde, H.Cartan desenvolveu uma teoria que se mostrou e-
quivalente a de Moore e Smith. Alem de resolver o proble-
ma acima citado, eles unificaram e generalizaram as teo-

rias de limites existentes na época.

NOTAGOES

Usamos a notagao habitual da teoria dos conjuntos.
Os simbolos R, R e N indicam, respectivamente, o conjun-
to dos numeros reais, das m-uplas de numeros reais e dos
nimeros naturais.

Uma familia de elementos em X com indices em um con-
junto L € uma funggo A : L.——> X. Em vez de A(u) escreve-

‘mos A . A familia sera indicada por {Aa:a € L}. Geralmen-

te o contradominio da fungao A & um subconjunto do conjun
to das partes de um certo conjunto dado. Se X & um conjun
to, P(X) representa o conjunto das partes de X. Se, por e

xemplo, a fungao V: N -=—> P(N) & definida por V(p) = VP =

= {ﬁ € N:p > n}, entao V, = {11,12,13,...}. Representa-

10

remos a familia {Vp:p € N} por M%J Um outro exemplo & da-
do pela fungao B : N - P(R), definida por Bn = (b-1/n,

b+1/n) com b € R. Representaremos B_ por B(b,1/n). A fami

]jjisb = {Bn:n € N} é a familia dos intervalos abertos de

centro em b e raio 1/n. Analogamente, em " a familia Bb

representa a familia das bolas_abertas de centro em b e
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raio 1/n, com n € N. Uma outra familia de interesse € a

familia Bb 5 = {B6:6 I R+} com B<S = (b~6,b+8) e onde R &
b

o conjunto dos numeros reais positivos. Em R" a mesma fa-
milia representa a colegao das bolas abertas de centro em
b e raio 6.

Um conjunto A e aberto quando para cada um de -seus
pontos b existe BGC A. Uma vizinhanga Vb de um ponto b e
um aberto que contem b. A familia das vizinhangas do pon-
to b sera indicada por Vb.

0 conjunto R U {-w,+o} & a reta estendida R°. Se b
e elemento de R, os intervalos (-~,b) e (b,+x), consider_a_l_
dos como subconjuntos de Ro, sao vizinhangas de -, e +w,
respectivamente. A familia das vizinhangas de +» sera in~
dicada por V.-

Um ponto b & ponto de aderencia de X quando Vbﬂ X #
# @ para toda vizinhanga Vb' O conjunto dos pontos de ade
réencia é o fecho X de X. Se (Vb - {b}) N X # @ para todo
Vb’ entao b € um ponto de acumulagao de X. O conjunto dos
pontos de acumulagao de X € o conjunto derivado X' de X.
Mostra-se que X = XU X'. Observemos que em RO, os elemen
tos ~» e +» sao pontos de acumulagao de RC RO, e que o e
lemento +o = » & ponto de acumulagao de Nc R°. Um ponto
b € X e ponto isolado de X quando existe uma vizinhanga
V,, tal que V. N X = {b}. Para todo b € X, ou b e ponto
de acumulagao ou b & ponto isolado de X.

Um conjunto A e aberto em X quando existe aberto IC
cR" tal que A = 10 X. Os abertos em X podem assumir for

mas pouco ortodoxas, dependendo do conjunto X. Se, por e-

xemplo, X € o conjunto dos numeros naturais N e n € N, en
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tao {n} & aberto em R, pois basta escolher I = (n-l,n+l)

(que & aberto em R) e temos que {n} = I AN N. Desta manei-

ra, os conjuntos V_ da familia \/N sao abertcs em N. Se X

e aberto em Rn, os abertos em X sao os subconjuntos de X
n

abertos em R,

Se b€ X, entao VN X = (v, N XV, € Vb} indica a

familia das vizinhangas do ponte b no conjunto X, e

Vb - {b} representa a familia {Vb - {b}: V‘bé \/b}.

I. DIREGOES
Definigao I.1. Uma familia A= A n€ L} de subcon
juntos de X & uma diregao em X quando:
(1) Aa # @ para todo o & L;
(2) se a,8< L, entao existe y & L tal que AY esta con
tido em Aaﬁ AB.
£ uma consequencia direta da definigao I.l que a in-
tersegao de um numero finito de elementos de uma diregao
e conjunto nao vazio.
Notemos que o conjunto de indices L pode ser finito.
Se, por exemplo, A = {A}, entao A & uma direcao. A fami-

lia Blﬂ X € uma diregao em X = (0,1). Para todo b € R,

as familias Vb"' e B sao diregoes em R.

Definicao I.2. Uma diregao A = {A 0 € L} em X con-
verge para o ponto b se, e somente se, para todo Vb (3 Vb’

existir A € A tal que A C V. N X.
o o b

Para indicar que a diregao converge para b escreve
mos A--> b.
£ facil verificar que em R”: (i) V[ -»=; (ii) as fa
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milias Vb e Bb convergem para b; (iii) se b € X, entao as

diregoes Vbﬁ X, Bbﬂ X, \/b - {b} e Bb - {b} convergem pa

ra o ponto b; (iv) a direcao 4= (0,1/n) U (2,2 +%) nao e
convergente.
Se X = (0,1) U {2}, entao 2 & ponto isolado de X e

B - 1 g ] =
2,8 » 2, pois dado V2 basta escolher st B1 e resulta

BN X = {2}, que & subconjunto de v,

Em todos os exemplos verifica-se que o ponto de con-
vergencia, quando existe, é uUnico. Isto sempre acontece
em R e deve-se ao fato de que dois pontos distintos b e
¢ podem ser separados por vizinhangas disjuntas. Em ou-

n ~ .
tros termos: se b,c€ R e b # c, entao existem V

bevc

disjuntas.

Proposigao I.1. Uma diregao A = {Aa:u € L} nao pode
convergir para dois pontos distintos.

Demonstragao. Suponhamos que A-->be A-> c, com

b # c. Entac existemV, e V comV, OV =¢. A--> b im-
b c b c

plica que existe Am€ A com AaC Vb;A—~> ¢ implica que

existe ASE A com A, C Vc' Mas neste caso Aaﬂ A =@ e

) B

A nao pode ser diretho 2]

Se A & direcao em X e f:X -=> Y, entzo a imagem da
familia A pela f & uma direégo em f(X). Para demonstrar
esta afirmacao precisamos de duas propriedades da imagem
direta de uma fungao, a saber:

(i) Se AC B, entao f£(A) C £(B),

(ii) f(ANB) C{f(A)N £(8).
Seja, agora, A = {A,;0 € L} uma direcao em X e f:X ->Y.
E claro que se Aa€ A, entao Aa'# @ e f(Aa) #@. Aléem
disso, f(Aa) € subconjunto de £(X). Para todos a e 8 de L
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exi;;e YE€L, tal que AXC‘A_QQ é‘B.»Ent‘éo,_ f.(AY) esta con
tido em £(A,0 A0 C £(A) O £(A). Seja £:[0,2]-> R da-
da por

f(x) = x se € [0,1]

£(x) = x+1 se x € (1,2].
Temos que B1—> 1. Se

Bn = (1-1/n,1+1/n), entao

f(Bn) € igual a wuniao
(1-1/n,1] U (2,2+1/n).

A diregao f(Bl) nao con

verge em f(X).

Estamos agora em con

M e e e e b wdd

digoes de definir a conti

Y

nuidade de uma fungao em 2
um ponto. A definicao € importante, pois engloba tambem a

passagem ao limite nas suas diversas formas.

Definigao I.3. f: X - Y € continua em b € X, se,e
somente se, f(\/bn X) -» f(b). A fungao sera continua em
X quando for continua em todos os pontos de X.

Seguindo um costume bastante difundido, escreveremos
f(l/b) em vez de f(l/bf') X). Subentende-se, entaoc, que as
vizinhangas V

b

sao vizinhangas em X. _
Notemos qué: f(l'/b)w-;i “£(b) éignifica que patra todo

Vf(b) existe Vb tal que f(Vb) Cvf(b)’ 0 que e a comhecl=

da definigao de continuidade de uma fungao em x = b.
Vejamos alguns exemplos de fungSes continuas. Se
f : X -> Y & fungao constante definida por f(x) = ¢, en-
tao ela é continua em X. Pois, para um ponto b € X temos
que £(#) = (£(V):V, €V} = {{c}} —> ¢ = £(b). Também
~ 6 - e :



é continua a fuhg;'a"’b identidade i : X -» X com f(x) = x,

pois i(V,) = \/b -> b = i(b).

Seja f : X —— Y e se- y
ja b ponto iselado de X. En
tao f & continua em b. Sen-
do b ponto isolado de X, po
demos escolher Vb tal que
Vbﬂ X = {b}. Seja agora A =
= {v,:V, N X = {b}}. Evi-

o
1

1
i
I
T
i
L]

1

i

]
0 |b i‘
dentemente, A -—> b e o+ LS. 7

£Q) = £0V,:V, 0 X = {b}} = N X = {b}

E 3

= £{{b}} = {£(B)} -> £f(b).
Isso mostra que, qualquer que seja o valor escolhido para

f(b), a funcao f sera continua em x =b.

1I. SUBDIREGOES

A definigao da continuidade de uma fungao em um pon-—
to € dada em termos da familia das vizinhangas do mesmo
ponto. Esta familia & realmente "grande" e um dos objeti-
vos da introdugao do conceito de subdirecao & a substitui
cao de Vb por outras familias, "menores" e de manuseio
mais facil. Também a nogdo de subsequéncia encontra sua

expressao mais natural em termos de subdirecoes.
Definigao II.1. Sejam A= {A :a€l} e B-= {Bj:BE M}

direcoes. Dizemos que B & subdirecao de A quando para to

do AaE, A existe B_€ B tal que BBC Aa. Neste caso es-—

B
crevemos A t—- B.

Se AT B, entao BF—— A. Pois temos que para todo
-7 - ’
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AO‘GA s AQGB e sendo B uma diregao, existe BB em B tal

que B € A . Da definicdo das familias B, e Vb resulta que

uma é subdirecao da outra, ou seja, B, -V, l—-—.Bb. Com

relagao a subdiregoes mostra-se ainda o seguinte:

(1) Se AN e diregcao em N, AN -— N e Ap !—-—AN, entao

Ap & subconjunto infinito de N.
(2) Se A e B sao direcoes em X comBF—-4 e f : X -2 Y,
entao tambem f(B) +—— f(A).
Proposicao II.1. Seja A direcao.A -> b se, e somen-
te se, A F—- Vb.
Demonstragao. Se A-—> b, entao para todo Vb (S \/b, e

xiste Aa€ A tal que AcV,, e concluimos que A |-—- Vb'
Reciprocamente, seja A'l—--Vb. Para todo v, € \/b existe

AaC Vb. Pela definigao da convergencia resultz 4-—> b =3
No que diz respeito a continuidade, podemos agora

substituir a familia Vb pela fam{lia Bb. Pois de Bb -

F— Vb - Bb resulta que f(Bb) - f(Vb) b= f(Bb) e
a proposicao II.l permite concluir que f(.Bb) -2 c se, e
somente se, f(Vb) -—>» ¢. Vejamos um exempio: Uma fungao

f: X -> Y nao & continua em b € X quando existe Ve )
tal que para todo B €& Bb se verlf]:ca que f_(Bn) ¢‘Vf )

Consideremos a fungao f: X - Y com X = [0,2] e f defini
da por f(x) = x se x € [O,l], f(x) =x + 1 se x € (1’2]"’,

. 1 . .
Sendo Bn € 81, o intervalo (1 - -r*;, 1+ 'rl{) e subconjunto
de X e temos que f(Bn) = (1 - _rl-f’ 1] V2, 2 + %), para to
do n. Escolhendo agora Vf(l) = (0,2), e obvio que f(Bn)¢

¢Vf(1) e a f nao pode ser continua .em X = ikg
- 8 -
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ITI. LIMITES

Pequenas modificagoes na definigao de continuidade
de uma funcao em um ponto caracterizam o limite da fungao
e também de sequéncias, como um caso particular da conti-
nuidade. Os casos de limites infinitos, no infinito e li-
mites de sequencias se enquadram naturalmente.

Os dois problemas que apresentamos a seguir sao pro-
blemas basicos dos limites de funcoes.

(1) Seja f: X = Y-e be X'-X. Exi’s_ge F: XU {b}l—> Y
tal que F(x) = f(x) para todo x€ X e F continua em x =
= b?

(2) Seja f : X -3 Y descontinua em x = b. Existe fum;ao
F: X->1Y, tal que F(x) = f(x) para todo x€ X - {bl e
F continua em x = b?

Se a resposta a primeira pergunta e afirmativa, en-

tao podemos estender a fungao f continuamente ao ponto b
- 9 - '



de X' - X. A solugao do segundo problema abre a possibili
dade de redefinir a fungao £ no ponté x = b, de tal modo
que a nova fung:;o F se torne continua neste ponto. Em am-
bos os casos, o valor da funcao F no ponto b, se existir,
sera chamado limite da fungao f no ponto x = b.
Examinando o primeiro problema, fica claro que a con
digao de continuidade da F em x = b exige que F( Vb) seja
convergente. Mas bé X e f(x) = £(x) para todo x € X per-
mitem identificar f(Vb) com F(Vb). Se agora f(Vb) conver

ge para o ponto c, entao basta por F(b) =c e a fungao F
satisfaz as condigcoes do primeiro problema; isto €, F(x)
€ igual a f(x) para todo x € X e F & continua em x = b,

No segundo problema, observemos que f descontinua em
Xx = b quer dizer que a diregZ\o f( Vb) nao converge para
f(b). Mas pode muito bem acontecer que ;‘S(Vb - {b}) seja
convergente. Se f( l/b - {b}) -—> ¢, entao a exigencia da
continuidade de F em x = b impSe de novo a escolha F(b) =
= c.

No primeirc problema, exigir a convergencia de f(l/b)
€ equivalente a exigir a convergencia de f(Vb - {b}),
pois b¢ X. Nos dois casos, a convergencia da direcao

£( \/b - {b}) resolve o problema. Temos, entao, a seguinte

definigao. e e e i

Definigao III.1. Seja £ : X == Y e b€ X'. A fungac
f possui limite no ponto x = b se, e so se, f('/b - {b}H) e
convergente. Se f(\/b - {b}) -=> ¢, entao c & o limite da

funcao f no ponto x = b e escrevemos limbf(x) = c.

A unicidade do limite, quando existe, & garantida pe

la proposicao I.1.
B = 10 Ty



Uma fungao pode nao ter extensao continua no ponto
b& X'-X. Seja X = R" e £ : X —» R dada por f(x) = 1/x.
Entao 0 € X' - X e Bon X - 0. Mas, para todo n€ N e
BnE. Bo’ temos B N X = (0,1/n), f(Bn) = (n,») € VN e

f(BO) -> o, A fungao f nao possui limite em x = O.

No processo de passar ao limite, a condigao de que b
seja ponto de acumulagao de X & essencial. Pois se b nao
e ponto de acumulagglo de X, necessariamente e ponto isoli
do de X e f(Vb) pode convergir para qualquer ponto.

Nao ha necessidade de reformular a definicao III.1
para o caso de limites no infinito e limites infinitos.

)

Se f : RO =-> R, entao = e ponto de acumulacao de Re R°.

Neste caso, 1imwf(x) = b significa que para todo Vb’ exis
= +
te V_, tal que £(V)C V_. A fungdo £:R C R -> R dada

por f(x) = 1/x € um exemplo. Se V = (a,»), entao f(V) =
= (0,1/a) para todo a€& R. Resulta que f(Vw) -2> 0 e

limwf(x) = 0. Da mesma maneira, lim f(x) = « quer dizer

que f(Vb -{b}) - = ou, para todo V& \/Qo existe Vb tal

que f( Vb - {bhH v .

O limite de uma sequencia tambem se enquadra na defi
nicao IIT.1. Uma sequencia em X € uma fungao x : N - X,
Em vez de x(n) escrevemos X - A sequencia sera indicada
por (xn). Observemos que = & ponto de acumulagio de N C
c r°.

Dizer que a sequencia (xn) tem por limite o ponto b
(escrevemos X -2 b), significa que para toda vizinhanga
Vb existe Vco tal que x(Vmﬂ N) ——> b. Mas Vmﬂ N e um con
junto do tipo Vpe VN e x(V_n N) -2 b quer dizer que da
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do V,, existe p& N tal que, se n > D, entao x € Vb.

b!

S Se AN & subdirecao de VN’ entad o conjunto D = UAp,
com Apé AN & subconjunto infinito de N e possui « como
ponto de acumulaggo. Seja, agora x : N -——» X uma sequen-

cia, AN = VN e D= UAP, ApeAN. A restrigao X]D de

D em X define wuma subsequgncia da sequencia (Xn)' A
proposicdao II.1 permite afirmar que uma sequencia conver-
ge para um ponto b se, e somente se, qualquer subsequen

cia da sequencia dada converge para o meésmo ponto b.

IV. CONVERGENCIA E NOGOES TOPOLOGICAS

Todas as ‘nogges topologicas do espago R" podem ser
expressas em termos de limites de sequéncias.

Se x : N -—» X € uma sequencia convergindo para b,
entao x( VN) e direg'éo em X e, pela proposigio I1.1 resul
ta que x( VN) - Vb'

Proposigao IV.1. Um pento b & ponto de aderencia de
X se, e sO se, existir sequencia (xn) em X, com X - b.

_Demonstragao. Se b ei’, entao Bnﬂ X # @ para todo
Bné Bb. Para todo n € N e todo‘Bn€ Bb’ escolhtemos X em

Bn. A sequencia X -2 b. Reciprocamente, se x, -2 b, en
‘tao x( VN) & direcgao em X e x( VN)i?-Ets‘zé?Ji*b'l “Pela propoesigao-
IT.1 temos que x( VN) I—--Vb. Logo, para todo Vb € Vb e~

xiste x(Vp) cC. Vb' Temos que x(Vp) N Xc VB(] X e Vbﬂ X #
$¢m

Da mesma maneira mostra-se que b & ponto de acumula-
¢ao de X quando existe uma sequencia (xn) em X - {b}, con

vergindo para o ponto b.
: - 12 -



Proposigao IV.2. Sejaf : X -> Y, b€ Xe (xn) se-
quencia em X convergindo para b. A fungao f e continua em
b € X se, e somente se, f(xn) --> £(b).

Demonstragao. Seja f : X = Y continua no ponto b e

X --> b. Entao x(VN) = \/b e f(x( VN)) F-- f( Vb). Co-

mo f( Vb) --> b, temos que f(x( VN)) converge para f(b) e
f(xn) --> f(b). Para mostrar a reciproca, suponhamos que
f nao seja continua em b& X. Isto quer dizer que existe

Vf(b) tal que para todo Bne_ Bb se verifica que f(Bn) ¢

¢ Vf(b)' Para todo n€ N e todo BI1 escolhemos X = Bn

tal que f(xn) gé Vf(b)' Isto define uma sequencia (Xn)’
X - b, mas f(xn) 4> f(b) ®m

Nao ha mais dificuldades em exprimir os conceitos
restantes em termos de limites de sequencias. Assim, por
exemplo, mostra—-se sem dificuldades que:

(1) Um ponto b pertence a fronteira de X quando & limite
de uma sequencia em X e limite de uma sequencia em R7-X.

(2) X & denso em R" quando todo ponto em R" & limite de
sequencia em X.

A definicao de limite €, evidentemente, um caso par-—
ticular da continuidade de uma funcao f : X -=> Y em um
ponto b& X. Mas, o que determina a continuidade da f é a
direggo f( Vb) em Y. Se pensarmos na fungao f como um dii
positivo que serve para definir direcoes em Y, entao e 5b
vio que a continuidade tambem pode ser considerada um ca-
so particular da convergencia de direcoes.

Nada impede agora devolver as definigoes o seu aspec
to usual e aproveitar as operagoes para obter todos os re

sultados da convergencia em Rn.
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